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Einleitung. 

Gérât; eine inkonipressible, homogone Flüssigkeit mit freier Ober- 
ttaclie unter dem F^intlulâ eiiier auberen Stbrung* in Scliwingimgfen, 
so pflaiizeii siclî diese bekaiiiitlich ') mit der (rescliwindigkeit 

"* = ^ r 

fort, wobei h die Tiefe der Fliissig'keit, L die Welienlângfe, g die 
Fallbeschleunig-ung bedeutet. 

Ist speziell, wie z. B. in der (Tezeitentlieorie ano*enonimen werden 
kann, die Tiefe der Flüssig-keit selir gering im Verhaltnis zur 
Wellenlàiige, so geht diese Formel über in |/ gh, die Lagrangesche 
Formel für die Wellengeschwindig'keit „langer“ Wellen auf rela- 
tiv seiclitem Wasser. Da bei Wellen von diesem Typus die 
Orbitalbahnen der einzelnen Wasserpartikeln sehr langgestreckt 
sind, kann man, wie es in der Gezeitentheorie geschieht, die Ver- 
tikalbeschleunigung vernachlàssigen. V. Bjerknes 1923*) bat für 
Wellenbewegung'en von diesem Typus den Namen „quasistatisch“ 
vorgeschiagen. Kann dagegen, wie nuin ungenau sagt, die Tiefe 
des Wassers als unendlich grob gegen die Wellenlange angesehen 
werden, so ergibt sich die von Stokes abgelcitete Formel 



Die Sprechweise „unendliche Tiefe“ ist insofern irreführend, als 
scbon für —>0,4 i gesetzt werden kann, bis auf 

’) die Lehrbücher der Hydrodynaraik, z. B. Lamb. 

*) Zitate werden nach Verfasser und Jabreszahl angegeben. Vgl. das Literatur- 
verzeichnis. 

v.x. , 
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ca. 1 ®/o Genauigkeit. Wir werden deshalb im folgfenden hàufig in 
diesem Falle von Wellen vom Stokes’schen Typus sprechen. 

Hat man ini Innern der sonst homogenen Flüssigkeit èine 
Diskontinuitàtsflàche, an der vsich Dichte und Strômungs- 
geschwindigkeit der Flüssigkeit sprunghaft àndern, so sind auch 
an dieser Flàche, gcnau wie an der freien Oberflàche, Wellen 
niôglich. Audi hier ergeben sich wieder verschiedene Forineln 
t'ür die Wellengeschwindigkeit, je nadi der Grôlie des Ver- 
hàltnisses Wegen Einzelheiten kann auf die Lehrbiicher der 
Hydrodynamik verwiesen werden. Wir werden aulSerdem spàter 
diese Forrneln jeweilig zum Vergleich herariziehen. 

Die Voraussetzung konstanter Dichte der schwingenden Medien 
ist aber bekanntlich nicht einnial fur Meere und Seen itnnier er- 
fiillt, wahrend man hier von der Kompressibilitat ini allgemeinen 
absehen kann. Wir wissen ja, dal 3 neben scharfen Sprüngen der 
Dichte, wie sie infolge von Veranderungen von Temperatur und 
Salzgehalt erzeugt werden, auch stetige Anderungen vorkommen. 
Es ist diiher bereits von verschiedenen Seiten auch die Wellen- 
bewegung in einer inkornpressiblen Schicht, deren Dichte sich mit der 
Hôhe stetig ândert, untersucht worden. Poisson i8i6 zeigte, daI 5 
in einer unendlichen tiefen Flüssigkeit mit freier Oberflàche auch 
bei stetiger Dichteânderung* die Wellengeschwindigkeit gleich der 
von Stokes berechneten ist. Lord Rayleigh 1883 hat dann die 
Wellenbewegungen untersucht, die in einer Flüssigkeitsschicht 
zwischen starren Wànden môglich sind, wenn die Dichte sich 
exponentiell mit der Hôhe àndert. In einer homogenen Flüssig- 
keit kônnen zwischen starren Grenzen keine Wellenbewegungen 
entsteherO), wohl aber in Flüssigkeiten mit variabler Dichte. 

Neben den beiden festen Hegrenzungen treten dann noch weitere 
Knotenlinien der Wellenbewegung auf. Burnside 1889 hat, 
offenbar ohne die Ray leighsclie Arbeit zu kennen, die gleiche 
Frage behandelt. Er nimmt zunàchst n Schichten der gleichen 
Hôhe h an. In jeder die.ser Schichten ist die Dichte konstant. 
Nachdem die Wellenbewegung in jeder Schicht berechnet ist, laflt 
er 1(1 geg'en cxs, also h g'egen o gehen, aber so, dab nxh einen 
festen Grenzwert, die Hôhe der ganzen Flüssigkeitsschicht, hat. 
Seine Arbeit ist Im wesentlichen weg*en ihrer originellen Méthode 
von Interesse. Love 1891 zweifelte die Berechtigung des 


') V. Bjerkne.s und H. Soiberg 1929 haben uacbgewieseti, dali derartige 
^zellulare^ Wellen auch in homogenen Medien doch auftreten kounen, sobald man 
den Bünflub der Corioliskraft mit in Betracht zieht. 
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Burnsideschen Grenzüberg-angfes an. Er untersuchte daher das 
Problem fur eine Flüssig-keit juit freier Oberflache noclimals auf 
dem g'Ieichen Wege wie Rayleigh, ansclieinend auch, ohne desseii 
Untersuchung'en zu keniien. 

Für die Atmosphare ist neben den vertikaleii Ânderung*en der 
Dichte, die bereits ini Aiifangszustand vorhanden sind, aiicli die 
Berücksiclîtigfung- der Dichteânderung'en infolg e der Koiupressibilitat 
von grobter Wichtigkeit, In der Hydrodynainik wird dabei ge- 
wôhnlich von der Gravitation abgeselien. Man zieht nur die 
elastischen Krafte in Betracht und koinmt auf diese Weise zu den 
Schallwellen. 

Die Gravitationswellen in der Atmosphare bei Berücksichtig'ung* 
der Kompressibilitiit hat Lamb jpii behandelt. Er beschâftig-t 
sich zunachst mit den Wellenbewegungen in einer Scliiclit, in der 
die 'l'emperatur i)»it der Hohe linear abnimmt. Infolgetlessen hat 
die Schicht eine bestiinmte obéré (îrenze, namlich dort, wo die 
Temperatur Null erreicht wird. Die Zustandsanderungen werden 
als adiabatisçh vorausgesetzt. 

Ferner untersucht Lamb die Wellenbeweg'ungen an einer Dis- 
kontinuitatsflâche in einer unendlich ausg'edehnten Flüssigkeit für 
den Fall adiabatisclier Zustandsânderung'en und bei Inkompressibilitat. 
V. Bjerkn es 1916 gab eine systematische Aufstellung’ der Differential- 
gleichungen für die Wellenbeweg'ungen in einer kompressiblen 
schweren Flüssigkeit, wobei vorausgesetzt ist, daB die Flüssigkeit, 
von der Wellenbewegung abgesehen, ruht. Die Erdrotation wird 
dabei noch nicht mitberücksichtigt. 1926 bzw. 1927 gab er dann 
eine Verallgemeinerung dieser Gleichungen durch die Aufstellung 
der atmosphârischen Stôrung'sg'Ieichungen, die die Krdrotation mit 
berücksichtigen und den Grundzustand beliebig lassen. 1929 ver- 
ôffentlichte er schlieblich eitie nochmalige Erweiterung, bei der 
vor allem die Grenzbedingungen z. T. nach Untersuchungen von 
H. Solberg 1928 verbessert wurden. Aidierdem entliàlt diese Arbeit 
neben der Eulerschen P'orm auch die Lagrangesche Form der 
Stôrungsgleichungen. 

Neben diesen sehr wichtigen methodischen Arbeiten untersuchte 
V. Bjerknes 1923 auch die quasistatische Wellenbewegung in 
barotropen Flüssigkeiten. Barotrop heiftt nach Bjerknes bekannt- 
lich eine Flüssigkeit dann, wenn ihre Dichte als eine Funktion des 
Druckes, nicht aber auch anderer GrôCen dargestellt werden kann 
(vgl. V. Bjerknes 1921). Anders ausgedrückt, müssen in der 
Flüssigkeit die Flachen gleichen Druckes mit denen gleicher Dichte 
zusammenfallen. Sonst ist die Flüssigkeit baroklin. Die bekannten 

I* 
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Helmholtzschen Wirbelsàtze gfelten nach Bjerknes (z. B. 1921) 
nur für barotrope Flüssig-keiten, worin g-erade das Wichtig-e der 
Bjerknes’schen Terni inologfie besteht. In déni ersten Teil seiner 
Untersuclîung- findet Bjerknes, dalS die Geschwiijdigfkeit dieser 
quasistatischen Wellenbewegiing’en in einer einzig’en barotropen 
Flüssigkeitsschicht nicht viel von dem F'all einer inkompressiblen 
ungeschichteten F'iüssigkeit gleicher Tiefe abweicht. Im zweiten 
Teil werden die Fundamentalgleichung-en für ein System von beliebig 
vielen dorartiger Schicliten aufgestellt und im dritten Teil der 
Spezialfall behandelt, daü nur zwei Schicliten gegeben sind. Audi 
dann ist der Einliub der (barotropen) Scliichtuiig auf die quasi- 
statisclie Wellenbewegung nur gering. Der Fall dreier übereinander 
gelagerter Schicliten hat im Anschluli an V. Bjerknes’ zitierte Arbeit 
lT0gberg 1923 untersucht. Den F'all. einer isotherm g'cschichteten 
Atmosphare mit adi^ibatischen Zustandsânderungen hat H. Solberg 
1929 mit Hilfe der Storungsgleichungen in L a g r an g e sclior 
Forni behandelt, wobei über die Wellenlangen von vornherein 
nichts vorausgesetzt wurde. Da es sich bei dieser Untersuclîung vor 
alleni uni das Zyklonenproblem handelte, wurde im Gegensatz zu 
den Arbeiten über quasistatische Wellenbewegurigen auch die Hlrd- 
rotation mit berücksichtigt. Leider sind die So 1 bergschen Resultate 
bisher nur in einem kurzen, wenn auch sehr klaren Référât publi- 
ziert. Welleiibewegungen an einer atmosphàrischen Grenzflàche 
unter Berücksichtigung der Erdrotation hat auch Défaut. 1926 
untersucht. Doch ist nicht g'anz klar zu ersehen, ob seine Resultate 
nicht nur für den F^'all isothermer Schichtung und isothermer Zu- 
standsàiideruiig gelten, da er für die Zustandsânderungen das 
Boyle-Mariottesche Gesetz annimmt und Isothermie voraussetzt. 
Exner 1929 hat gleichfalls Gravitationswellen in der Atmosphare 
bei isothermer Schichtung und adiabatischer Zustandsanderung 
untersucht. Seine Resultate konhen aber ebenfalls nicht als ganz 
einwandfrei angesehen werden, dii sich aus seinen Zahlenbeispielen 
gewisse Inkonsequenzen seiner Rechnungen ergeben. SchlieUlich 
sei noch die Arbeit von Sano 1913 erwàhnt, in der ebenfalls die 
Wellenbewegungen in einer isothermen Atmosphare bei adiaba- 
tischen Ànderungen behandelt werden. Im übrig'en ist die Problem- 
stellung dieser Arbeit von der der vorliegenden aber ganz ver- 
schieden, da es sich dort vor alleni uni Superposition von Wellen 
in einer unendlich tiefen Schicht handelt. 

Neben diesen Arbeiten, die sich mit den freien Schwingungen 
beschàftigen, seien noch der Vollstàndigkeit halber diejenigen er- 
wàhnt, die die Gezeiten oder besser die erzwungenen Schwingungen 
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der Atmosphâre behandeln. Es sind vor alletn Marguîes 1890, 1892 
und 1893, Chapman 1924, Bartels 1927 und bis zu einem gowissen 
Grade auch Jeffreys 1926. Auch die Arbeiten von K. Uller kônnen 
hier Erwâhnung' finden. 

Es inag* auch an dieser Stelle betont vverden, dal,^ es vôllig* un- 
zulâssig- ist, die Schwing-ung*en der Luft zu berechnen, als ob es 
sich d.'jbei uni einen Massonpunkt handelte, auf den nur eine Kraft, 
namlich sein eigenes Gcwicht vennindert uni das Gewicht der 
verdrângten Luft, wirkt. Brunt 1926 hat einen derartig'en Versuch 
unternommen, der damais von W hippie beanstandet wurde. Ich 
habe an anderer Stelle, 1930, darauf hing-ewiesen, dab derartige 
Rechnungen ohne Interesse für die Dynamik flüssiger und gas- 
formiger Medien sind, und habe diese Ablehnung ausführlich be- 
gründet, so dali ich mich hier mit diesem Hinweis begnügen kann. 

Die vorliegende Arbeit stellt sich die Aufgabe, zu untersuchen, 
was für Wellen in geschichteten inkompressiblen und kompressiblen 
Medien inoglich sind, sowie die Modifikationen festzustellen, welche 
die Wellen in inkompressiblen Medien erleiden, sobald sich die 
Grundstrômung liiiear mit der Hohe andert. Es handolt sich hier 
hauptsâchlich daruin, überhaupt festzustellen, was für Arten von 
Wellen in geschichteten Medien auftreten, bzw. wie die bekannteii 
Wellenarten durch die Schichtung und Kompressibilitàt beinthilk 
werden. Zu diesem Zweck wird vor allem Gewicht auf die Frequenz- 
gleichung, die die Wellengeschwindigkeit liefert, und ihre Diskussion 
gelegt. Über die Wellenbewegungeii einer einzigen Flüssigkeits- 
schicht ist man durch eine g*anze Reihe bereits erwahnter Arbeiten 
orientiert. Dagegen liegen auber den Bjerknes’schen Arbeiten 
über quasistatische Weilenbewegungen und bis zu einem gewissen 
Grade der Lambschen Arbeit kaum Untersuchungen vor über die 
Wellen an innereii Schichtgrenzen in Flüssigkeiten mit stetig ver- 
anderlicher Dichte. Zur Berechnung der Weilenbewegungen sind 
hier die hydrodynamischen Gleichungen in Kulersidier F'orm benutzt 
worden. Wie die gleichzeitige Verwendung der Lagrangeschen 
Gleichungen ergeben hat, sind diese, vor allem wegen der einfachen 
Form der Grenzbedingungen und der Zustandsgleichungen liâufig 
bequemer als die Eulerscheii. Es ist beabsichtigt, die Ableitung 
der hier gewonneiien Ergebnisse über die Hel mholtzschen Luft- 
wogen (vgl. §§ 7 und 18) spâter auch in Lagrangescher F'orni zu 
publizieren. 

Da es sich in der vorliegenden Arbeit um Weilenbewegungen 
handelt, die eine relativ kleine Abweichung von einem gegebenen 
Grundzustand darstellen, sind das g-egebene Hilfsmittel zur analy- 
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tischen Behandlung* die Bjerknes’schen atniosphàrischen Stôrung’s- 
g’ieicliung'en. Diese werden itn I. Abschnitt im engfen Anschlub an 
Bjerknes 1929 aufgfestellt, und zwar für zweidimensionale Be- 
wegfung-eii in einer vertikalen Ebene. Die Beschrànkung- auf die 
Wellenbewegfung* in einer vertikalen Ebene bat zur Folg'e, dalS von 
déni Drehvektor der Erdrotation nur die zu dieser Ebene senk- 
rechte horizontale Koinponente mit berücksichtigt werden kann. 
Sie ist von sehr geringern Einfluli und wird im allgemeinen auber 
Betracht g'esetzt werden. Auf das Zyklonenproblem sind daher die 
Ergebnisse dieser Arbeit nicht unmittelbar anweiidbar. Der (jrund- 
zustand wird daliin spezialisiert, daB die Dichte und die lângs der 
a;-Achse verlaufende beschleunigungsfreie (xriindstrômung mit der 
Hohe Z veranderlicli sein kônnen. Die partiellen Differential- 
gleichungen, die man so erhalt, sind linear, homogen, und ihre 
Koeffizienten sind Funktionen von z allein (§ 2). Durch Abspaltung 
periodischer Faktoren erhalt man daraus in bekannter Weise gewôhn- 
liche, aucli lineare und homogène Differentialgleichungeii für die 
Stôrungsamplitudcn (§ 3). Die Koeffizienten dieser Differential- 
gleichung'en werden konstant, wenn man entweder voraussetzt, daB 
die Grundstromung in jeder Hohe konstant ist und die Dichte 
exponentiell mit der Hohe abnimmt, oder daB die Dichte konstant 
ist und die Grundstromung sich linear mit der Hohe andert. Dabei 
sind natürliclî sprunghafte Ànderungen der 13 ichte und der Grund- 
strômung von Schicht zu Schicht zugelassen. 

Zunàchst werden Wellenbewegungen in inkompressiblen Flüssig- 
keitsschichten betréichtet, deren Dichte sich exponentiell mit der 
Hohe andert, deren (xrundstrômung- in jeder Schicht konstant ist 
(Abschnitt 11 ). Da es sich also um eine barokline Edüssigkeit 
liandelt, sind die Bewegungen nicht wirbelfrei (§ 4). Liegt eine 
Schicht mit freier Oberflâche vor, .so gilt, wenn die Schichttiefe sehr 
groB ist, die Stokes’.sche Formel für dje Welleng'eschwindig'keit; 
wenn die Wellen sehr lang' sind, ist die Wellengeschwindigkeit gleich 
der aus der Lagrange.schen Formel folg’enden, nur daB die Hohe der 
Schicht (àquivalente Hohe), aus der sich die Wellenge.sshwindigkeit 
berechnet, etwas verkürzt erscheint (§ 5). Im P'alle zweier Schichten 
zwi.schen starren Grenzen sind, wenn die obéré Schicht sehr flach, 
die untere Schicht sehr tief ist, an der gemeinsamen Grenzflàche 
Wellen von einem gemi.schten Typus niôglich; in die P^ormel für 
die Wellengeschwindigkeit geht sowohl die Wellenlange, wie die 


') IJnter „Grundzustand“ i.st der Zustand der Flü.ssigkeit vor Einsetzen der 
Welleiibewegung zu vcr.stehen, Entsprecheiidcs gilt für die Grundstromung. 
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Tiefe der Deckschicht ein, .daneben natürlich die Konstanten der 
Dichteabnahine. Sind beide Schichten sehr tief, so sind an der 
inneren Grenzflàche Wellen môg'lich von wesentlich hôherer Ge- 
schwindigkeit als im Falle konstanter Dichten (§ 6 ). Ist das zweifach 
geschichtete System von einer freien Oberflàche begrenzt, so sind 
bei unendlicher Tiefe der oberen Schicht die gleiclien Wellen- 
bewegung'en mogflich, wie bei zwei Schichten zwischen starren 
Grenzen und daneben noch Wellen, die den Stokes’schen Wellen 
in einer unendlich tiefen Schicht mit freior Oberflàche entsprechen. 
Ist (lagegeri die untere Schicht sehr tief, die obéré flach, so erhàlt 
man für die Geschwindigkeit der Wellen an der* inneren Grenz- 
flache eine Formel, die sich von der entsprechenden für den 
homogenen P'all nur dadurch unterscheidet, dab die àquivalenle 
Hohe g'eg'enüber der wirklichen auch hier wieder ein wenig’ ver- 
kleinert erscheiiit (§ 8 ). Ahnliehe Feststeiliing‘en über den g'ering-en 
Einflufl der (barotropen) Schichtung’ hatte schon V. Bjerknes 1923 
g'efunden. Sie werden hier für einen baroklinen Fall bestâtigft. 
Im Falle dreier Schichten zwischen starren Grenzen ergdbt sich, dali 
bei grofler Tiefe aller drei Schichten an jeder der beiden inneren 
Grenzflâchen für sich Wellen vorkommen, wie sie mdg*lich waren, 
wenn die andere innere Grenzflàche erstarrt ist. Fine derartig’e 
Zerleg'ung’ ist für endliche Schichtdicken nicht mehr môglich. 
Nimmt man an, die oberste und unterste Schicht bestehen jede aus 
einer Flüssig-keit konstanter Dichte, in der mittleren Schicht da- 
g'eg-en andere sich die Dichte stetig* nach einem Kxponentialgfesetz 
von der Dichte der untersten zu der der obersten Schicht, so 
werden bei g'eringerer Ausdehnung' der Überg'ang'sschicht dieWellen- 
g’eschwindig'keiten ein wenig' kleiner als im Fall scharfen Dichte- 
sprung-es (§ g). Hat die oberste Schicht eine freie Oberflàche, so 
g*ilt bei unendlicher Tiefe dieser Schicht über die Wellen das eben 
Gesag'te; auBerdeni sind noch die Stokes’schen Oberflàchenwellen 
auf tiefem Wasser môg-Iich. 

Rinen anderen Fall, der auf g'ewôhnliche, lineare homogfene 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeftizienten führt, erhàlt 
man, wenn man die Wellenbewegungen in Flüssigkeitsscliichten mit 
konstanter Dichte untersucht, bei denen sich aber die Grund- 
stromung linear mit der Hôhe àndert (Abschnitt 111). Wir haben 
also, abgesehen natürlich von den Diskontinuitàtsflàchen, eine baro- 
trope Flüssigkeit mit dem konstanten Wirbel d. i. die vertikale 

Anderung der Grundstrômung (§ ii). Hat man eine Schicht mit 
freier Oberflàche und linearer Windzunahme,so wird das „dynamisclie“ 
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Glied*) der Wellengfeschwindigkeit, das ist im wesentlichen dasGlied 
unter dem Wurzelzeichen, nur sehr wenigf geandert. Dag’eg-en sind 
die Anderung'en des „konvektiven“ oder „kinematischen“ Gliedes 
betrachtliclier. Im Falle einer flachen Schicht tritt nâmlich die 
Geschwindig'keit in der Mitte der Schicht an die Stelle der in den 
früheren Fàllen konstanter Gruiidstrômung*. Im Fall einer sehr 
tiefen Schicht spielt die Strômung'sg'eschwindig'keit in der Tiefe -~ 
die Rolle der mittleren Geschwindig'keit (§ 12). Auch im Falle 
zweier Schichten sind die Eintiüsse auf das dynamische G lied der 
Fortpflanzung'sgeschwindig'keit nur g'ering* (§ 12). Ist die obéré 
Grenzflàche der oberen Schicht frei, und die obéré Schicht selbst 
unendlich tief, so lâftt wie friiher eine Zerlegfung' der Frequenz- 
g'ieichung' erkennen, daf.) einmal Wellen von derselben Art wie bei 
lester unterer Schicht mog'lich sind, zweitens Wellen von der Art 
wie bei lester obérer Grenze. Diese Zerleg'ung' gilt natiirlich bei 
Vorhandensein einer linearen Windànderung* ebenso wie bei kon- 
stanter Grundstromung' (§ 13). Im Falle dreier tiefer Schichten 
mit lester oberster Grenze sind auch bei linearer Windànderung* 
Wellen an jeder Schichtg'renze môglich, so als ob (.lie Schichtg'renze 
starr wiire. Merkbare Eintiüsse bat die Windànderung* auch hier 
demiiach nur auf das kinematische Glied der Welleng-eschwindig*- 
keit (§ 13). Hat die oberste Schicht eine freie Oberflâche und ist 
dire Tiefe g*enüg*end g'rob, so besteht der Einfiuli der freien ( 3 ber- 
tîâchc nur darin, dab auBer den g*enaniiten Wellensystemen noch 
ein weiteres rnôg'lich ist, wie es bei Krstarrung* der beiden unteren 
Schichten vorkâmo. Diese Erg'ebnisse über die verschiedenen 
Wellensysteme dürften auch, abg*esehen von der Berücksiclitig'ung* 
der linearen Windànderung, interessieren. 

Die bisher erwàhnten Resultate waren eigentlich nur auf die Hydro- 
sphàre beschrànkt. Um wirklich für die Atmosphàre brauchbare 
Resultate zu erhalten, haben wir den EinflulS der Kompressibilitàt 
zu berücksichtigen. Wir setzen dabei voraus, dalJ die Zustands- 
ànderungen adiabatisch verlaufeii und die Atmosphàre isotherm 
geschichtet ist (Abschnitt IV). Die Grundstromung ist in jeder 
Schicht konstant. Dann behalten unsere Differentialgleichungen 
konstante Koeffizienten. Auch jetzt ist die Flüssigkeit wieder baroklin, 
die Bowegung* nicht wirbelfrei. Die Annahme gerade adiabatischer 
Anderungen statt ganz beliebiger polytroper ist ijicht wesentlich 
für den Gang der Rechnung. In einer Schicht zwischen starren 
horizontalen Grenzen sind neben den longitudinalen Schallwellen 

') Vgl. V, Bj erknes 1923. 
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auch noch transversale Wellen mog-lich, ebenso wie im Falle einer 
g*eschichteten inkompressiblen Flüssig’keit. Dabei treten neben den 
beiden starren Grenzflàchen noch im Innern der Fliissigkeit Knoten- 
linien auf. Besitzt die Fliissigkeit eine freie Oberflache, so kommt 
inan im Grenzfall sehr g-rolSer Tiefe wieder auf die Stokes’schen 
Oberflàchenwellen, im Falle sehr flacher Schichten auf Wellen der 
g'ieichen Geschwindig-keit, wie im inkompressiblen Fall einer in- 
homogeneii Flüssig-keit. Der Kinfluli der horizontale!! Komponente 
der Erdrotation ist sehr gfering- (§ i6). Die Wellen an der Grcnze 
zweier unendlich tiefer Flüssig-keitsschichten haben kleinere (le- 
schwindig'keit, als wenn die Flüssig'keit inkompressibel, aber in- 
homogen ware, dagegeii ist die GeschwMiidigkeit iin vorliegenden 
Fall grôber als in inliomogenen inkompressiblen Flüssigkeits- 
schichten (§ 17). Das liàngt natiirlich mit den Stabilitatsverhalt- 
nissen der einzelnen Schiclitung'en zusammen. Ist die obéré Greiize 
der oberen Schiclit frei, so ândert sich im Fall unendlicher Tiefe 
nichts, nur dab wieder Wellen vom Stokes’schen Types als eine 
weitere Moglichkeit hinzukommen. Im Falle sehr Hacher Schichten 
làbt sich mittels eines numerischen Naherungsverfahrens nachweisen, 
dal 3 die Abweichungen, die die Berücksichtigung der Kompressibilitat 
mit sich bringt, nur sehr gering- sind. 

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist nicht die Krklaning 
einer bestimmten Erscheinung, sondern die Gewinnung eines Über- 
blicks darüber, was fur einen Einfluli die Berücksichtigung der 
vertikalen Dichteverteilung und der Kompressibilitat auf die Wellen- 
bewegungen hat. Infolgedessen handelt es sich bei tien folgenden 
Rechnungen in der Hauptsache um die zunàchst rein theoretisch 
bedeutungsvolle Ableitung und Diskussion von Formeln. Es erschien 
aber zweckmabig, von vornherein die Brauchbarkeit der hier ent- 
wickelten Relationen durch ein Beispiel zu belegen. Als dieses 
wurden die Helmholtzschen Luftwogen gewâhlt, die sich dem 
Beobachter in P'orm der Wogenwolken darbieten^). Helmholtz 
hat bekanutlich bereits 1889 und 1890 gezeigt, wie sich die Lange 
dieser Wellen aus beobachtetem Wind* und Temperatursprung 
berechnen làlit. W. Wien hat dann 1894 und 1895 die Helm> 
holtzschen Arbeiten erweitert und einige spezielle Annahmen über 
die durch Beobachtung bisher nicht festgestellte Form des Wellen- 
profiles gemacht. Bei der Annahme relativ sehr kleiner Wellen- 

*) Die diesbezüglichen Formeln lassen sich auch noch durch eine andere Keclien- 
methode, als es hier geschieht, aus den allgemeinen t'ormeln fiir nichtstationare 
Wellen ableiten, Im Zusammenhange der vorliegenden Untersuchung schien aber 
die angewandte Méthode die beste. 



lO Bernhard Haurwitz. 

liôhen gfehen die Formeln für die Wellenlangen dieser drei ver- 
schiedenen Wellenprofile ineinander über. Es kann durch 
Weg'eners Untersuchungen 1906 als erwiesen angeselien werden, 
daB diese Nàlierung'sfonnel für kleine Wellenlâng'en brauchbare 
Werte liefert. Allerdings erhàlt Weg-ener systematisch zu groBe 
Wellenlâng-en. Fine von ihin selbst g-egebene Erklàrung* kann 
nicht aïs befriedigend angesehen werden. Andererseits erhàlt nian 
aber bei Berücksichtigung* der vertikalen Dichteabnahme und Ver- 
iiachlàssig ung der Koinpressibilitàt der Luft zu kleine Wellenlâng'en 
(§ 7 und § 18). Berücksichtigt inan dageg-en, wie es hier zuni ersten- 
inal geschieht, neben der vertikalen Dichteabnahme auch die 
Koinpressibilitàt der f.uft, so erhàlt nian sehr gute Übereinstiinmung 
mit den beobachteten Wellenlàngen (§ 18). 

Wir werden im t’olgenden nicht immer streng zwischen den 
Ausdrücken Flüssigkeit und Gas unterscheiden. — Eine gewisse 
Freiheit im Gebrauch dieser beiden Worte ist bei Untersuchungen, 
wie der vorliegenden berechtigt und im Wesen der Sache begründet. 
Die Dynarnik der Hydrosphàre und Atmosphàre gohen beide von 
gleichen Grundvoraussetzungen aus und unterscheiden sich formai 
nur durch das Verschwinden oder Nichtverschwinden gewisser 
Konstanten. 



Abschnitt L 


Gleichungen der Stôrungsbewegung einer vertikal 
geschichteten Flüssigkeit. 

§ 1. Die Ëulerschen hydrodynamischen Gleichungen. 

Ks bezeichne b tien Drehvektor der Erdrotation mit den Kom- 
ponenten Üy, Er ist parallel der Erdachse von S iiach N 
g-erichtet, sein Betrag* ist gleicli |b| ~ 7,29*10 ^ sec~^ das ist die 
Winkelg'escliwindigkeit der Erdrotation. Eerner sei ü (Tteschwindig*- 
keit, q Dichte, p Druck dèr Flüssigkeit an einein Ort, <D das 
Potential der auiSeren Kriifte (in unsereni Fall die Resultierende 
aus Schwer- und Zentrifugaikraft). Dann lauten bokannllich die 
Bewegungs- und Kontinuitatsgleichungen in Eulersclier Form: 

~ -f û • Vü -|- 2 bxü -f -! Vp "h V 0 — O (i) 

at q 

|f+div(p) = o. (2) 

Zu diesen Gleichungen tritt noch die Zustandsgleichung, die eine 
Relation zwischen Dichte und Druck eines bestiininten l'eilchens 
darstellt. ^ 

'/ = f(.p) 

In allen geophysikaiisch wichtigen Fàllen gehen in diese Gleichung 
eigentlich noch weitere Variable, Temperatur, Salzgehalt usw. ein 
(barokliner Fall), jedoch kônnen wir für unsere Problème davon 
absehen, niüssen dann aber mit V. Bjerknes 192g voraussetzen, 
dab eine solche Gleichung für jede einzelne Partikel gilt und von 
Partikel zu Partikel verschieden sein kann. Um diese für ein 
Teilchen gültige Zustandsgleichung dem Eulerschen System an- 
zupassen, bilden wir 

dq dq dp __ dp 

dt dp dt ^ di 

-^■fS-Vî-^y(-^ + U-.Vp) = o. 


oder 


(3) 
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Sei r der Radiusvektor eines Punktes einer inneren oder àuBeren 
Grenzflache, (p{r,t) = o die Gleicliung- dieser Grenzflàche, so lauten 
die Gleichuiigen der Grenzflàchenbeding'ung'eii 

dq) , - ^ 

-f- • V 9? — O 

(4) g 

wobci sich die ung*estrichenen uiid g'e.striclienen Werte auf die 
beiden Sei t en der Grenzflache beziehen. Die Gleichung-en (4) bringen 
bekannllicli zuni Ausdruck, dafl die Grenzflache iinnier von den- 
seiben Teilclien gebildet werden inufl. Ferner inub auf beiden 
Seiten der Grenzflaclie derselbe Druck lierrschen, aiso 

P p' r=z= O. 

Fassen wir diese F'orrnel mit Solberg 1928 als Gleicliung der 
(îrenzflache auf, so verwandelt sich (4) in 

(44) ^ 

Mr.v)(/- /7') = o. 

An einer freien Oberflache mu(.) der Druck konstant und gleich 
dem auberen Druck sein. Die Grenzbedingung lautet aIso liier: 

( 5 ) ^+Û.V,,) = o 

Oder 

(5 a) (A 4 - 5 -v)p = o. 

An einer starren Grenzflàche liefert die partielle Différentiation 
nach der Zeit den Wert Null, und nian erhàlt 

(6) 5 . V<p = O, 

was die selbstverstàndliche F'orderung ausdrückt, dafl an der starren 
Grenzflàche die (jeschvvindigkeitskomponente normal zur Grenz- 
flàche verschwinden mub. 


§ 2. Die Storungsgleichuiigen des Problems. 

Zur Behandlung unseres Problems der kleinen Schwingungen 
einer Flüssigkeit formen wir diese Gleichungen nach dem von 
V. Bjerknes 1926, 1927, 1929 angegebenen Prinzip der atmo- 
sphàrischen Stôrungsgleichungen um. Wir nehmen aiso einen gleich 
anzugebenden Grundzustand der Flüssigkeitsstrômung. Über diesen 
überlagern wir als Stôrungen die zu untersuchenden Wellen, Da- 
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bei sollen diese Stôrungfen so klein sein, da(S Glieder, die in den 
Stôrung-sgTÔlJen und ihren Ableitungfen von 2. Ordnung sind, ver- 
nachlàssigt werden kônnen. Wegen der Aufstellung der ail- 
genieinen Stôrungsgleichungen sei auf die zitierten Arbeiten von 
V. Bjerknes und H. Solberg verwiesen. 

Die Gleichungen sollen hier von vornherein durch Wahl des 
Grundzustandes spezialisiert werden. Wir beschrànken uns ini 
ganzen Verlauf der Untersuchung auf eine zweidimensionale Flüssig- 
keitsstrôniung in der a;2'-Hbene (a;-Achse horizontal, 2 '-Achse ver- 
tikal aufwârts). In allen zur ^-Achse senkrechten Ebenen herrsehe 
also der gleiche Strôinungszustand. Dainit eine derartigc Flüssig- 
keitsstrôiTiung in Ebenen parallel zur a;2^-Achse môglich ist, darf 
nur die 2/-Komponente des Erdrotationsvektors von Null verschieden 
sein. Anderenfalls würde die Ebene der Flüssigkeitsbewegung, 
falls sich die Flüssigkeit überhaupt in einer E'beiie bewegt, gegen 
die X 2 f-Ebenc geneigt sein. Diese Voraussetzung iiber den Fù'd- 
rotationsvektor ist natürlich sehr .speziell, kann aber deswegen 
gemacht werden, weil bei den hier behandelten Problemen, ini 
Gegensatz zuin Zyklonenprobleni etwa, die Berücksichtigung der 
Krdrotation von g'eringeren) Interesse ist. Der Grundzustand sei 
eine Strornung parallel der a;-Achse, deren Geschwindigkeit ebenso 
wie die Dichte des Médiums mit der Hôhe z veranderlich ist. 
GrolJe Buchstaben bezeichnen die Elemente des Grundzustandes, 
kleine die des Stôrungszustandes. Beide addiert geben die all- 
gemeine Bewegung, also 

0 = 58-ft), ^ = P-f F. 

Die Einheitsvektoren in der x- und ^^-Richtung heilJen t und f, die 
Geschwindigkeitskoinponenten P, W bzw. u und to. 

Von den Gleichungen des Grundzustandes bleibt nur die Be- 
wegungsgleichung* in der ^-Richtung (barometrische I lôhenformel) 
übrig, aile anderen sind identisch erfüllt. 

g bedeutet hier die Fallbeschleunigung. Ini Verhâltnis zu ihr kann 
man das Glied 2 ÜyU vernachlàssigen, demi es ist lo"* bis 10 ® mal 
kleiner. Da in (i) Q nur Funktion von z ist, ebenso g, das wir im 
übrigen fiir unsere Zwecke als konstant betrachten kônnen, folgt, 
dali auch P eine Funktion von z allein ist. Wir führen ein: 

“ dP\ 
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Daboi soll sich diese GrôBe F iiii Geg-ensatz zu y auf die geo- 
nietrische Verteilung- der Rlemente Q und P beziehen. Uin es 
deutlicher zu machen: liabe ich die vertikale Verteilung* der Dichte Q 
in eineni Diag-ramm mit dem Druck P als Argument aufgetrag*en, 
SC) g'ibt P den Richtung’stang'ens dieser Kurve an. Zeichne ich 
dagegen eine Kurve, die die Abhàngigfkeit der Dichte q eines 
Teilchens von dem Druck p auf dieses Teilchen für verschiedene 
Werte von p darstellt, so ist der Riclitungstang'ens dieser Kurve 


durch y g*eg-eben. 


Ks war ~ 

9 = ^(P) 


oder nacli der Taylorschen Reihenentwicklung* 

Q-fÇ = “ f{P) + Glieder hôherer Ordnung*. 

Da die Abweichung'en vom (ileichg’ewiclitszustand nur so klein sein 
sollen, dali man Glieder hôherer Ordnung' vernachlassigen darf, 
erg'ibt sich: 

, (,) « = rp-P- 

Der Index P drückt aus, dalS an der Stellc p — P zu bilden 
ist. Ferner ist nach (2, 1) (Striche bedeuten Différentiation néich z) 


da wir ja, wie ausg*eführt, das Glied mit Üy geg'en g vernach- 
lâssigen kônnen. Ferner haben wir zu beachten, dali 

ï'"' - 

Dann ergibt sich aus (1, i), (1, 2) und (i, 3) nach dem Prinzip der 
kleinen Stôrung'en, wie bei V. Bjerknes 1929 nàher und all- 
g-emeiner abgeleitet, 

(4) ^^.\-V^ + ^w{U'+2Qy) + ~Vp-l{2ÜyU-^g^ = 0, 

(5) Il + Q div n—wgFQ + = o, 

Dazu kommen die Grenzflàchenbedingung-en. Sei P(r, = o die 
Gleichung der Grenzflache im ungestôrten Zustand,P(r,t) 4 - 
im gestôrten Zustand, so ergibt sich, wie hier ebenfalls unter 
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Hinweis auf die zitierte Arbeit von V. Bjerknes direkt liin- 
geschrieben werden kann, 

oder wenn tnan die Gleichung* der Grenzflàche in der Form 

F-P'-\-p-p'=o (8) 

verwendet, 

An der freien überflache lautet die Grenzflachenbeding'ung' ent- 
sprechend (1,5) bzw. (1,5a) 

wenn als Gleichung’ der freien Oberflâche ang'esetzt wird 

P-|-^ = o; (8a) 

ferner an eiiier starren Grenzflàche entsprechend (1,6) 

\)>VF=o, (il) 

da ja die starre untere Grenzflàclie keine Stôrungen erleidet. lu 
sanitlichen Ausdrücken der Gieichungen (7)— (9) liât inan eigentlich 
die Ortskoordinaten an der gestôrten Grenzflàche einzusetzen. 

Doch beg'eht mari nur einen I^'eliler hôherer Ordniing’, wenn nian 
in den StôrungfsgTofleii statt dessen die Ortskoordinaten der un- 
gestôrten Grenzflàche einsetzt, da sich ja gestdrte und ungestoïte 
Lage der Grenzflàche wegeri der vorausgesetzten Kleinheit der 
Stôrungen nur um kleine Betràg’e voneinander entfernen kônnen. 
Aus den Gieichungen (5) und (ô) folgt, wenn zur Abkürzung 



-A _j_ IT— = — 
dt^ dx Dt 


gesetzt wird, 


cl 


Die Divergenz der Geschwindigkeit verschwindet aiso, wie es sein 
niufl, im inkompressiblen Fall (y==o), iin kompressiblen Fall nur, wenn 


Dp 


gQw. 
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Bilden wir nus» (4) die Rotation, von der ja nur die ^-Komponente 
vorhanden ist, da wir uns auf die xz-^hene beschrânken, so ergâbt 
sich nach einigen Umformungen 

(13) {votyX>) + {U'+ 2 üy) div B + = O. 

Die Wirbelânderung der Storungsbewegung hàngt also teils mit 
der Windànderung mit der Hôhe {U\ U”), teils mit der Erdrotation, 
teils mit Schichtuiig und Zustandsànderung zusammen. Im barotropen 
Fall verschwindet dieser letzte Anteil. Ein Vergleich der Formel (13) 
mit dem Bjerknes’schen Zirkulationssatz (V. Bjerknes 1921) ist 
niclit ohrie weiteres zulàssig, da ja in (13) D nur der Stôrungs- 
betrag der Strômungsgeschwindigkeit ist. 


§ 8. ZuriickfUhrung auf gewôhnlicbe Dilforontialgleichungen. 


Vom mathematischen Stiindpunkt aus ist das wichtigste Résultat 
der Einführung des Stôrungsprinzips die Erlangung linearer, 
liomogener Differentialgleichungen. Das ganze System lautet, nocli 
einmal in Komponentendarstellung hingeschrieben, wobei (2, 5) und 
(2, ô) etwas umgeandert sind, 


(') 


(^) 

(3) 

Wir setzen an 


(4) 




Dq 

Dt 


4 - 




Q r)z ' Q‘ 
du . dw\ 

dîo \ 


rjou ()îo\ JJp 


w = 
P = 

q = 


das ist eine liings der a;-Achse fortschreitende periodische Stôrung. 
Die Amplituden A, C, D, E der Stôrungsgroben miissen wir als 
von Z abhângig ansehen, da die Koeffizienten des Diflerential- 
gieichungssystems Funktionen von z sind. a und ^ sind Konstante, 
und zwar ist a — wo L die Wellenlànge, 7 ’ die Perioden- 

lange ist. v* — ^ ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 

Wellenstôrung. 
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Anschauliclier wâre es gewesen, statt dere-Funktioiien koinplexeii 
Argumentes die trig-ouometrischen Funktioiien zu wahlen, dock 
werden die Rechnung-en dadurch weiiig'er bequem. In den Losungen 
ist weg'en der bekannten Superpositionseigenscluift der linearen, 
homog'cnen Differentialgleichung'en fiir die e-Funktionen eine lineare 
reelle Kombination ihrer Real- und Imag'inarteile zu setzen, oder 
auch nur Real- oder Imaginarteil, uni die physikalische Diskussion 
der Lôsung' durchzuführen. 

Durcli Einsetzen von (4) in (i) -(3) erhalten wir folgimdes 
System von g'ewôhniiclieii Differentialg'ieichungen zur Hestimmung' 
der Stôrungsamplituden 


— i(p~~nü)C - 2QyA+ ^ 4- ff ~ 

- i {fi a ü)E^--iaAQ-\- Q ('/ g TQC o 


(4 a) 


iaQA 1 QC iy{fi aU)J) grQ.C=^o. 


Daraus ergibt sioli durch weitere Klimination als Difforential- 
gleiciiungf fiir C 

4- 1 «’ 4 - rifi nüy ■ Aülr h- .<,«(//' f ^ ü,y f 

I ^ ï ai 

{ji uUy "“'■/( aü ^ l (5) 

i y/.9(/i aiiy 
a^-ïip-aUy 

lyjA U' {U' A- 2 O y) 1 y^(y_ “JDjl'y I fl „ 

^y(P aUÿ 1 

Hat man hieraus C bestimmt, so ist 


D = i Qoy. i 


a} y {ft-aVy 
. {U'-{-2Üy){fi^aU) ag 


fi aU 
y (fi a Ü)' 


QC (6) 


: %y 




a>- rip-auy 

E , ay{fi--aü){U'y-2Ûy)A-g{r-~YW grl\p- alJy 

Q-* “ (Ji-aU)[a*'~yQI-aÜyr 

I i r(P _ C' 

^ a^- y(P ~aUy ' 


( 8 ) 
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Falls der Wind sich mit der Hôlie nicht àndert, laiitet die Differential- 
g-leichùng- für (7 


(.5a) 


" 

2y r r~-y , 


2 Qya-\- y g ip—aU) 

0 }— y {^ aZJ Y 



C= O. 


Die Differentialgleichung- fiir C lâfJt sich in verschiedener Weise 
umfornien, etwa so, dalJ das Glied mit G' verschwindet, oder in 
eine Differentialgleichung- erster Ordnung-, allerdings 2. Grades 
(verallg'emeinerte Riccatische Gleichung-). Welche von diesen 
Formel! im Einzelfall bequemer zu behandeln ist, und ob man etwa 
zweckmàlSig’erweise durch andere Eliminationen die Differential- 
g-leichung für eine andere Stôrungfsamplitude ableitet, muIS von 
Fall zu Fall entschieden werden. Wir behalten im folg'enden die 
obigfe Form bei und geben auch die verschiedenen Umformungen 
hier nicht wieder. 

Uni über den weiteren Verlauf der Rechnung, insbesondere 
die Verwendung der Grenzbedingungen zu orientieren, nehmen 
wir für einen Augenblick an, dalS eine einzige Flüssigkeitsschicht 
mit starrer unterer Grenze in z = o und freier, im ungestôrten Zu- 
stand horizontaler, Oberflàche in z = h gegeben sei. Aus Dif- 
ferentialgleichung (5) sei G bestimmt in der Form 

( 9 ) 0{z) = E,C,{z) + K,CM 

wo und üTj vorderhand noch ganz willkürliche Ronstanten sind. 
Aus (2, II) folgt Verschwinden der Normaikomponente derStôrungs- 
geschwiiidigkeit in z = o, also 

Wz:=o~ o oder K^G^{o) — -K^G^{o), 

so dali wir schreiben kônnen 

(. 0 ) C'(^) = Z[(7,(o)0,W-C,(o)C,W], 

WO K eine neue Konstante ist. 

Nach (6) erg'ibt sich dann für die Druckamplitude 

( ” ) I ^ t/'+ 2 fl,)- rÿ (/î- a 17)] [ C,(o) C^{z)- Ci(o)C,(^)] + 

l ■ +()?-aî7)[C,(o)Q{2’)-C,(o)Ci(2)||. 
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Der Druck der ung'estorten Beweg’ung* in der Unigebung- der freien 
Oberflàche ist z h z 

P~ Ph = 9 IfQàz / Qdz\ = g f Qdz, (12)’) 

10 0 J 7 l 

wo Pfi den Druck in der Hdhe h, das ist an der ung’estdrten freien 
Oberflàche, bezeichnet. Für g-enüg*end kleine Entfernung- von der 
freien Oberflàche g*ilt die Kntwicklung' 

Q{a) = Qh + {z - h) (-^-f )^+ • ■ • = 

= Qh[i Hi g {2!— h)] -f- Glieder holierer Ordnung*. 
d P 

Also erg'ibt sich für in geniig-end kleiner Uing'ebiing" der un- 
gestôrten freien Oberflàche 
dP 

= g 9 Qh\^ I'h9(z h)\. (14) 

Als Grenzbeding ung an der freien Oberflàche ergibt sich nacli (2, loa) 
I d rr \ 

Hieraus folgt nach Abspaltung* des Periodenfaktors uud 

der Konstanten K 

[0, (o) <7. (A)- . c. (O) c; (/»)] j . -■ t j 

Diese Gleichung- liefert eine Relation zwischen a und (i, also zwischen 
Wellenlânge und Periodendauer. Wir werden sie wie H. Solberg 1928 
„Frequenzengleichung“ nennen. Die Aufstellung und Diskussion 
dieser Gleichungen in den betrachteten Einzelfàllen wird das Haupt- 
ziel unserer Arbeit darstellen. 

Die Intégration der Gleichung (5) ist nur in wenigen Fàllen durch 
elementare Funktionen inôglich. Hier soll der Fall einer Flüssig- 
keit mit konstanter Grundstromung* und mit der Hôhe exponentiell 
abnehmender Dichte (Isothermie) behandelt werden, ferner der 
Fall einer hornogenen Flüssigkeit, deren Grundstromung eine lineare 
Funktion der Hôhe z ist. In diesen P'âllen hat (5) konstante 
Koeffizienten. Weiterhin werden wir das Problem im nâchsten 
Abschnitt noch dahin spezialisieren, dafl wir die Flüssigkeit zwar 
geschichtet aber inkornpressibel annehmen und von der Erdrotation 
absehen. 

9 Die Indizes geben an, welcher Wert für Z in die betreffende Veranderliche 
einzusetzen ist. 
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Abschnitt II. 

Wellenbewegungen einer inkompressiblen Flüssigkeit 
mit exponentiell mit der Hôhe abnehmender Dichte. 

§ 4. Aufstellung: der Bewegungsgleichungen. 

Wir setzen nach den am SchluR des vorigfen Paragraphen 

g'eniacliten Voraussetzung*en fiir den vorliegenden Fall in (3, 1—3) 

Qjj und y gfleich Null und sehen U als konstant an. Ferner wollen 

wir statt P wieder schreibcn — ^ . Daim erhalten wir 

!} 

Du 1 dp 

iJt + Q Jx 

H T 

Jjw 1 dp q 

(2) gf +wQ' ^ O. 

, ^ Bu , dw 

Es sei noch besonders liervorg'elioben, dab q, die wStoriing*sgTobe der 
Dichte in einer inkompressiblen Flüssig'keit, nicht verschwindet bei 
Eulerschen Behandlung' des Problenis, da man ja hier die einzelne 
Stelle des Rauines betrachtet. Dag*eg*en verschwindet natiirlich 
bei einer inkompressiblen Flüssigkeit die Storungsdichte im Falle 
Lag'rangescher Behandlung- des Problenis, da dann das einzelne 

Teilchen beobachtet wird. Hierin iieg't einer der Vorteile der 

LagTan g'esclien Méthode. 

(3) leg't die Einführung- einer Stromfunktion y) nahe, so dab 


Die Differentialgleichung’ der „ Aniplitude“ von werden wir in diesem 
Abschnitt zum Ausgfang* der Untersuchungfen inachen. Wir setzen 
âhnlich wie früher an 

(4) I 1) = 


io — ia 
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Damit erhalten wir durch P'insetzen in (i) — (3) in bekannter Weise 
als Differentialgfleichung* für W 


r'+l’r 






(S) 


Ini Anschlub an diese Gleicliung* (5) làiit sich gdeich eine Aussag*e 
über die Rotationsbewegung* tnachen. P's ist wegen der Kotistaiiz 
der Grund«trôniung‘ U die gfesamte Rotationsg-escliwindigkeit // 


2 ïj 


du 

li 


dw 

dx 


= -{W ~n‘‘ 


Iti) Falle, daR Q' =z o ist, dal 5 also eine homog-ene Flüssigkeit 
g'egeben ist, verschwindet nach (5) rj. Da wir es daim mit oiiier 
barotropeii Flüssigkeit zu tun liaben, stellt dieser vSacliverhalt eiiieii 
Spezialfall des Bjerkiies'schen Zirkulatioussatzes dar, 

Nachdem aus (5) bestiinmt ist, ergeben sich. 

I) = ( 6 ) 

a ^ 


Führen wir mm die Vorau.s.setzung‘ exponentiel) abnehmender 
13 i ch te ein durch den Ansatz 

Q= 

wü die Dichte in z — o, x eine Konstante ist, die, wie maii 
leicht einsieht, ini P'alle einer isothermen Atmospliâre ist 


X 


9 

RT' 


mit R als Gaskonstante der Luft und T als Temperatur. Daim 
erg'ibt sich als allg*emeines IntegTal der Differentialg’leichung" (5) 


mit 


ï'= + 


(») 


und A'j und als willkürliche Konstanten. 

Im F'all = o, d, h. die Stromfunktion 

nach bekannten Reg'eln die F^orm 

Wir wollen aber im folg'enden diesen Spezialfall, der für lange 
Wellen auf die doppelte Newtonsche Schallg'eschwindigkeit führt, 
nicht behandeln. 
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Wiclitig- ist dag'eg'en, daB fur 

P~aU \ gx 

« I 

4 

N^>o, also N = iN' rein imaginar wird. Man kônnte zwar angeben, 
für welche Werte von bei Annahnien iiber die Wellenlânge und 
den Dichteaufbau des Médiums diese Bedingung* erfüllt ist. Doch 
hat das geringes Interesse, da ja die Beziehung*en zwischen ^ und a 
erst aus der Frequenzgleichung bestimmt werden. Aber es ist 
festzuhalten, dab N imaginàr werden kann. Somit kôniien die 
hyperbolischen Funktionen, die, wie wir sehen werden, in den 
Frequenzengleichungen auftreten, in trigonometrische übergehen. 
Mit (8) ist zunàchst die Gleichung der Stromlinien 

yj = const 

bekannt. Die vorstehende Gleichung zeigt, dab (auch bei ganz be- 
liebiger vertikaler Dichteverteilung) die Gestalt der Stromlinien 
zeitlich unverandert bleibt, und nur die ganze Konfiguration sich 
mit der Geschwindigkeit ^ fortbewegt. 

Für die übrigen StôrungsgTÔlien ergibt sich aus (8), (ô) und (7) 

„ Q tz:^ n) K, n) 



§ 5. Ëine Schicht mit freier Oberflftche. 

Nach (2, II) muB an der starren unteren Grenzflàche z ~o 
die Vertikalkomponente der Stôrungsgeschwindigkeit verschwinden, 
also sein . ^ o.. 




Das gibt mit Berücksichtigung von (4, 8) 




wo K eine neue Konstante ist. 
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Die Gleichungen (4, 9) verwandeln sich also, wenn wir zunàchst 
N als reell voraussetzen, in 

xp ^ K N Z 

w — ia K @in N Z e a * 

q = Qei’K'BïnNz e«“^ <*». 

P — a U 

Ist dageg’en N == iN' iniaginàr, so lauten die Ausdrücke für die 
StdrungsgrôCen 

y) =: i K sin N' z 

U — -— i sin 4- iV'' cos N' z^ 

w = ■— ^«sin N' Z 62^ 

P = -gt "EiX^jsw N'0 + N’ co>iN’z^ e:r 

? = - -3-^ « Q i-S^sin N'z «««^ ■/«) . 

P — au 

Da über K zunàchst keine Vorschriften gemacht sind, kann man 
zweckniâCiger Weise in (la) iK als eine reelle Konstante ansehen. 
Mit (i) bzw. (la) sind die Storungsgrôlien bis auf eine willkürlich 
bleibende Konstante K bestimint. Im Fall (la) treten unter Uni- 
stànden neben déni Knoten an der unteren Grenzflâche noch andere 
K.notenlinien auf, in denen die Vertikalkomponente der Bewegung 
verschwindet. 

Als weitere Relation tritt die Oberflâchenbedingung hinzu. Diese 
wird uns eine Bezieljung zwischen den noch willkürlich gebliebeiien 
GrdÛeri p und a g*eben (Frequenzengleichung). Die Gleichung der 
ungestôrten Oberflâche heiCe 

Z = h. (2) 

Für den ungestôrten Druck in einer genügend kleinen Umgebung 
dieser Flàche gilt 

P-Fk = _^[ i-e-*'*-"'] =gQ^ (^-A) + Glieder hohererOrdiiung, 
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wobei durch den Index h ang*edeutet wird, dafi für die betreffenden 
Groben die Werte an der ung^estôrten Grenzflâche eingfesetzt werden 
sollen. Schreibt nian nun die Gleichung* der freien Oberflache in 
der früher erwalinten Form 

^-i-Pz=h= const^), 

so erg'ibt sich mit obig’em Wert fiir P und der 4. Gleicbung' (i) 

(3) ^ const = O 

mit TT / \ H 

(4) if = K I ^ ©in Nh + N 6oi Nhjei\ 

Gleichung' (3) ist die Gleichnngf der schwiiigenden Oberflache, (4) der 
Ausdruck für ihre Amplitude. Weiidet man auf (3) die Grenz- 
flaclieiibedingung- (2, 10) an, die jetzt lautet 

SO erg'ibt sich 

(5) (A +iVr(StG Nh'j = O, 


Das ist die Krequenzengleichung' zwischen fi und a, die also tran- 
szendent ist. Wir werden uns, wie schon g'esag't, im folg'enden meist 
mit der Diskussion der Frequenzeng'leichung'en begmüg'en, da das 
die Grôflen sind, die sich in der Physik der Hydrosphare und 
Atmosphare im allg'emeinen am ehesten beobachten lassen. Hier 
Wüllen wir aber zunâchst noch die Bahnen der einzelnen Flüssig'- 
keitsteilchen, die Orbitalbahnen, untersuchen. 

Bezeichnen ^ und C die Koordinaten einer bestimmten Flüssigkeits- 
partikel, so ist ^ ^ 

dt 

dC 




dt rix ' 


^ 

dt dt dx 


Durch Intégration ergibt sich 

f = - (~ ©in m I iVeoi ivd e ee'*”*-"» f const, 
P au \ 2 I 

( = - r ©in m + const . 

p — aU 


*) Dabei sei nochmals an die frühere Bemerkung erinnert, dab tnan nur Fehler 
hoherer Orduung begeht, wetm man in den Storungsgrobeii die Werte der Koordinaten 
der ungestdrten Grenzflâche eiusetzt. 
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Aus (4) und (5) folgt 
K-^g- 


Ze"î'' 


fi — aU e 


Z. 


ji-aU ^ Biw Nh + N \i,oiNh 


^xnNh 


Setzt nian das in die Ausdriicke fiir $ und ^ ein, .so erg*ibt sich 
schlieblich, wenn inan nur die Realteile der koniplexen Ausdriicke 
beibehalt, 






a Sin Nh 
^ ®h\Nh 


Z cos (ax fit). 


(b) 


Die Gleichung der Orbitalbahnen lautet 


(C- -Co)^ z^ 


( 7 ) 


Fiir imag'inâre N sind in diesen Fornieln wieder überall die liyper- 
bülischen durch die trig*onoinetrisclieii Funktionen zu ersetzeu. 
Für x~o, d. i. iioniog'ene Schiclitung*', g'eht(7)iii eine entsprecliende, 
von Solberg- abgeleitete Formel über [cf. Solberg* 1928, S. 42 (io)J. 
Die Orbitalbahnen sind EllipvSen, wenn man davon absieht, dab z 
sich ja mit | und C àndert, was aber nur Abweichungen hôherer 
Ordnung nach sich zieht. Am groliten sind die Strdmungsellipsen, 
wie man (7) ohne weiteres entnimmt, an der Oberttàche, was ja 
auch aus der Théorie homogener Flüssigkeitswellen bekannt ist. 
Am Boden sind die Orbitalbahnen, wie ebenfalls zu crwarten war, 
horizontale Geraden. Die halbe kleine Achse ist an der freien Ober- 
flàche bei inhomogenen und homogenen Flüssigkeiten gleich grob. 

Nach diesen Bemerkungen über die Bewegungen der einzelnen 
Teilchen, für deren Diskussion natürlich die Anwendung der 
Lagrangeschen Gleichungen eigentlich zweckmabiger ist, wenden 
wir uns zur Frequenzgleichung (5). Da die Berücksichtigung der 
Grundstrômung hier nur auf liinzufügung einer Translations- 
bewegung zur Bewegung des flüssigen Systems hinauslauft, setzen 
wir U=o. Aile Angaben über die Wellengeschwindigkeit beziehen 
sich daim auf ein mit der Grundstrômung starr mitbewegtes System 
von Koordinanten. 


‘) lu diesem Fait kann N — u nicht imaginât' werden. 
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liiî Falle einer honiog’enen Schicht (x = o) ergibt sich aus (5) 
die in der Einleitung- erwâhnte Formel 


( 8 ) 



71 


A 


wobei L — — die Wellenlânge bezeichnet. Da lim îq a; — i, erg-ibt 

" x-^oo 

sich, wenn die Wassertiefe groli greg-en die Wellenlàng-e ist, die 
bekannte Stokes’sche Formel 

(8 a) 



Man spricht in diesem Falle bekanntlich von „WeIlen auf tiefem 
Wasser“, was, wie in der Einleitung- beinerkt, etwas irreführend 
ist, da (8a) bereits bis auf 1 ®/o Genauig-keit erfüllt ist, wenn ^^0,42 
ist. Für genügend kleine Werte von 271^ ist wegen limîga;=a;Hr... 
(8b) V* ~ y gh. 

Das ist die Lag-rangesclie Formel für lange Wellen auf relativ 
seiclitem Wasser. Damit (8 b) bis auf ca. 1 *^/o richtig* ist, rnub un- 
gefâhr h'^_o,o^L sein. 

In unserein Falle liegt eine transzendente Gleichung- für v* vor, 
da v* ja auch in N enthalten ist. Wir wollen (5) nicht ausführlich 
diskutieren, aber doch wenigstens den Weg dazu andeuten. Wir 
schreiben 

(sa) 

und betrachten hieriri neben den durch das spezielle Problem be- 
stirnmten GrolJen x, h auch ?;* als gegeben und suchen Nh und 
damit a, aiso die Wellenlànge, zu bestimmen. Dabei wird zunâchst 
zu untersuchen sein, ob unter den gemachten Annahmen Nh reell 
oder iniaginâr sein mub. Im letzteren Falle hat man statt (5 a) 



(5 b) 




N' h 


(ïî.-v)*' 


wo wieder iN' = N gesetzt ist. Im Falle (5a) mub wegen 


gelten 


ZQNh 


V*' 2 


AuBerdem mub, da ja N reell sein soll, 
9 ^ 


i< ha* 

4 
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sein. Beide Bedingungen vereinigt ergeben 


“f ' H < 

h 2 V 


♦ a 


- + a*. 


Für sehr tiefe Flüssigkeitsschichten gibt das aïs Bedingung für die 
Wellenlânge 


L< 


471 


Durch eine ganz entsprechende Betraclitung ergibt sicli als iiot- 
wendige Bedingung für deii Anwendungsbereich von (5 b) 

L>^. 

— X 

In der Atmosphare hat x die GroKenordnung 10““*. Da wir hier, 
so lange wir uns auf den Fall „tiefen Wassers“ beschrânken, 
Wellenlângen < 100 km voraussetzen werden, haben wir (5 a) zu 
verwenden. 

Bei geringer Tiefe der Flüssigkeitsschicht ist es gleichgültig, 
üb (5 a) oder (5 b) verwendet werden inuli, da fiir kleine Argumente 
X sowohl als “ nahezu gleich i wird. 

Nàher ist dieser P'all einer P'iüssigkeitsschicht, freilich ohne* 
numerische Angaben, bei Love 1891 durchdiskutiert worden. 

Hier wollen wir uns auf die beiden P'âlle beschrânken, die der 
Stokes’schen (8a) und der Lagrangeschen (8b) Wellen- 
geschwindigkeit entsprechen. Ist zunàchst h sehr groli, so wird 



Man erhàlt also wieder die Stokes’sche Formel. Diese Tatsache, 
dafi in einer unendlich tiefen Flüssigkeit, gleichgültig, ob sie in- 
hornogen oder homogen ist, bei der gleichen Wellenlânge Wellen 
derselben Geschwindigkeit môglich sind, ist wie erwahnt zuerst von 
Poisson 1816 bernerkt worden. 

Ist die Wassertiefe genügend klein, so ergibt sich als Analogon 

zur Lagrangeschen Formel wegen lim ©tgx — “, bzw. lim ctg x—~ 

* x=Q ® 

aus (5) 



I 

Die durch das Korrektionsglied —7=== hervorgerufenen Ab- 

y,+u 

weichungen vom homogenen Fall sind bei den in Frage kom- 
menden Werten der Dichteabnahme und Tiefe sehr gering. 
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Habe z. B. in einer Scbicht von 2 m Màchtigfkeit die obéré 
freie Grenze die Dichte 1,05, die untere 1,18, so wird >« — 0,059. 
Rechnen wir mit diesem Wert von trotzdem es sich hierbei 
um die selir extremen Verhàltnisse in der Oberflàcheiischicht des 
warnieii Salzsees von Maros-Torda in Ung'arn handelt, so gfibt 
folgende kleine Tabelle ein Bild von den Abweichung'en des in- 
lioinog'enen vom homog'enen Falle. 

Tiefe 5 111 10 ni 20 in 

Y gJ . . . . . 7 m/sec 10 m/sec 14 ni /sec 

V* 6,5 „ 8,7 „ 11,, 

In wenigfer extremen Fallen sind die Abweichung'en bei weitem 
nicht so grob. Z. B. betrag-t im Pliilippinengraben die mittlere Obcr- 
flâchendichte 1,0222, die Dichte in 9800 m Tiefe 1,07123*. Daraus 
l’olg't bei Annalime exponentieller Dichtezunahme >« — 0,478 • io~^. 
Damit erhàlt man als Gescli windigkeit selir langer Welleii bei An- 
nahnie einer homog'enen Wasserniasse . . . 310 ni /sec, 
inhomog'enen Wasserniasse . . . 306 ni/sec. 

In einer Atmosphare von T== 273 ** Temperatur ist >« — 1,249- 10 
Nimnit man eine Luftschicht von h == 1000 ni an, so erg'ibt sich 
aïs Geschwindig'keit lang'er Wellen bei 

konstaiiter Dichte 99,2 ni /sec, 

exponentiell abnehmeiider Dichte . , . 97,7 m/sec. 

AIso in beiden P'allen selir g'ering'o Abweicliiing'en. Immer wirkt 
das Vorhandenseiii einer Schichtung' aber so, als ob die Holie der 
Atmosphare verkleinert würde. Wir kônnen dcshalb ahnlich wie 
Bar tel s 1927 eine àquivalente HÔlie h 



einführen. Daim wird (10) wieder formai identisch mit (8b). 

Sehlieblich sei noch der Fall- stationàrer Wellen, fi = o, 
erwàhnt. Als solche Gebilde sind z. B. die Wog'enwolken anzusehen, 
von denen noch die Rede sein wird. Die Frequenzgleicliung' (5) 
verwandelt sich in diesem Falle in eine Gleichung' zur Bestininiurig' 
von a, b/w. L allein. Sie lautet 

(11) + = ÿ. 

q In dieser Dichtezunaliine kotnnil zum grolien Teil der KinfluR der Konipres- 
sibilitUt des Meerwassers zutn Ausdruck. Wir wollen aber für diese Übersehlags- 
rechnuiig von der Kompressibilitat abseheii uud annehmen, daü die gesamte Dichte- 
ariderung auf Anderutig der Zusammensetzung zurückzufiihren ist. 
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Ist die Schicht hoinogfen, so laiitet die transzeiidente Gleichung' zur 

Bestimmuiig' von a n-, 1 Q 

netflaA = ^. 

Daraus ergfibt sich bei Annahme eiiier sebr tiefen Schicht (wt^geii 
der Bedeutung* dioser AiKssnge vergleiche oben) 

9 

« — -f72 

oder 2 JT 

L=:^ U\ ( 12 ) 

9 

Bei Annahiiie einer sehr ttachen Schicht erhalt inan eine Relation 
zwischen dor Schichthôhe und der konvcktiven Geschwindigkeit, 
aiso keine stationâren Wellen. 

Entsprechend liegen die Vorhaltnisse iin inhoniogenen Kall. Fiir 
statioiiare Wellen auf sehr tiefein Wasser ist die Wellenlang*e 

L — 2 

wie im lioinogenen Falle. Für Wellen auf s(richteni Wasser liefert 

(11) ebenfalls wie iin honiog’eneii Fall keine Bestinnnung-sg-loichung* 

für die Wellenlânge L. Der allg-enieinere Fall, wo das Verhaltnis 

der Wassertiefe zur Wellenlang'e nicht inehr unendlich groli ist, soll 

hier weg*en seines g'eringen Intéressés nicht naher untersucht werden. 

Über die Lâng'cn stationarer Wellen in tiefem Wasser bei vor- 

schiedenen Windg'eschwindig'keiten g*ibt folg'ende kleiiie Tabelle 

Auskunft. , ,, , 

labelle 1. 

Zusannn enhang* zwischen Stroin ung'sg-esch wind ig’keit und 
Làng'e stationarer Wellen in einer unendlich tiefen Schicht. 


ü 

L 


5 ni /sec 
16 ni 


10 in /sec 
64 in 


15 m/sec 
144 in 


20 in /sec 
256 ni 


§ 6. Zwei Schichten zwischen starren Greiizflttchen. 

Die untere der beiden Schichten bezeichnen wir mit 1 , die 
obéré mit 11 . Durch diese Indizes charakterisieren wir zug leich die 
zu jeder Schicht g-ehôrenden Grôlien. Die (untere) starre Grenze 
der Schicht I habe die Gleichung- z — - die (obéré) starre Grenze 
der Schicht II lieg-t in z = die g-enieinsame Grenzflache habe 
im ungfestôrten Zustand die Gleichung" 2" = o, 

An den beiden starren Grenzflàchen müssen die Vertikal- 
komponenten der Stôrungsgeschwindigkeit verschwinden, also niuli 
auch g^elten ^ ^ 
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und, da die Konstantcn für jedes System natürlich zunàclist ver- 
schieden sein konnen, 




Führen wir für jede Schicht eine neue Konstante und ein, 
so mufi nach den vorstehenden Gleichungen gfelten 


— = = —K. 




und 


2 




Dainit werden die Storung-sgrôBen für die beiden Système 
( 

1 K^^x\\N^{z -f h^) 


( 1 ) 


~ dz 


A 


-K^ -- 8iniV^(2'+/i^) + ^^(5^ûjA"ï(2'+/d)l e 2 


Z A Uxx (it) 


dx 




j,i= -QiL A^Ik' [^'@tn^f'(^+/l‘)+iVl®of^■'(^+A')|e^*e*<''"’ 

a 

xll 

^11= K'^Bin m ■!>*> 

„u=V‘ . 


xU 

_ iaiC^^ Sin e 2 


Qiijrii pemAr»{^~;iii)+iVngo|jVrii(^__An) x 




;<II 




Zur Aufstellung der Frequenzengleichung brauchen wir die Grenz- 
llâchenbedingung an der gemeinsamen Grenzflàche beider Schichten. 
Da die Grenzflàche sich nur um geringe Betràge aus ihrer un- 
gestôrten Lage z = o entfernt, gilt für die Differenz der ungestôrten 
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Drucke beiderseits der Grenzflàche in einer solclien geslôrten Lage 
mit genügender Genauigkeit 

Die o=Indi2es deuten an, dali es sich um Werte an der Stelle 
Z — O handelt^), 

Denken wir uns nun die Gleichung der Grenzflàche in der 
Form(2,8) „ 

geschrieben, so ergibt das mit Berücksichtigung von (1) nach kurzer 
Rechnung ^ 

wo Z die Amplitude der schwingenden Flàche ist 




Q\ I ' @i„ AI P Ni gof N'h' 


9(Q\-Q'^) 


Q\ 


lit 


AT» 1-1- ©in N» h» + m Sof N'ih" 


9(Q'o-Q'o') 

Wendet man auf (2) die Grenzflàchenbedingung (2, 7) 

dF 




dz 

an, so ergibt sich a _„tji 


( 3 ) 






Statt der zwei Konstanten und hat man jetzt in dem ganzen 
System nur noch eine wiilkürliche Konstante Z, die Amplitude der 
schwingenden Grenzflàche, die in die Gleichung (1) einzuführen wâre. 

Setzen wir in die rechte Seite von (3) die gewonnenen Aus- 
drücke für und ein, so hebt sich Z fort, und .wir erhalten als 
Frequenzgleichung: 

Ql {(^|-^)’ + Ni Stfl Ni Al) - ÿ) j 

- - e" (^" ®9 Nii hii - + ÿj’l 


*) Z. B. bedeutet die bevorzugte Dichte in der 2. Schicht, genommen an 
der Schichtgrenze. 

*) Auch hier gilt wieder das früher über das Komplexwerden der GrôBen N 
Gesagte. 
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Sind die Flüssig'keitsscliichten in sich honiogfen, so vereinfacht 
sich (4) in 

( 4 a) Q'o 6ta «*■-<,] = - 

Auf einen wesentlichen Unterscbied der Gleichungen (4) und (4a) 
voneinander sei noch aufmerksam g'emacht: Wenn der Dicbte- 
spriing* verscbwindet, so fàllt in (4a) g fort: es sind also 

keine Schwerewellen inebr inôg-licb, was ja aucb klar ist. In (4) 
dag’egi’en tritt g nocb in dem Ausdruck für N auf. Ks sind also 
aucb bei verscbwindendeni Dicbtesprung- in einer inboinog'enen 
Flüssig'keit nocb Scbwerewellen môglicb (vg!. § 16). 

Mit dieser Feststellung' erledigt sicb aucb der Einwand Kxners 
gegen Défaut 1926, wonacb an der StratospbârengTenze keine 
Gravitationswellon auftreten sollen, weil es sicb hier wenig'er uin 
einen Sprung- der Tcmperatur als ibrer Ànderung* bandelt. Wie 
aus dein soeben Gesagden licrvorg-ebt, sind aucli bei sprungfbafter 
Ànderungf der vertikalen Teinperatur- und daniit der Dicbte- 
anderungf Wellen indglicb. 

Aus (4) erbalt nian übrigons die Frequen/.g-leicbung* für die 
Wellenbeweg'ung in einer Scbicbt mit freier Oberflacbe, indem inan 
~ ^ setzt. 


Nimmt man an, daS sicb boide Scbicliten nur durcb den Kxpo- 
nentcn x der Dicbtcabnahme untersclieiden, also dab kein Ge- 
scliwindig'kcits- und Dicbtesprung* vorbanden ist, so erbalt man im 
Fall unendlicb tiefer Scbicbten aus (4) wieder die Stokes’scbe 
Formel 




Im Fall sebr flacber Scbicbten sind im allg'cmeinon überbaupt keine 
Wellen • môg-licb, weil die Frequeiizg’leicbung* nur eine Relation 
zwiscben den vier GrôBen x und h liefert, v* aber unbestimmt làCt. 

Ist unter g'ieicben Voraussetzung*en Scbicbt I unendlicb iicf, 
Scbicbt II sebr dünn, so folg't für die Weilengescbwindigfkeit: 


(5) 




-2x1x11 . Xll — Xl 

_ I __ _ 




Es geben also Wellenlange und Scbicbtdicke der dünnen Scbicbt 
in die Formel für die Wellengeschwindigkeit ein. 

Genauer wollen wir noch den Fall zweier unendlicb dicker 
Scbicbten bebandeln. In diesein F'alle verwandelt sich (4) in 

(4b) y) + 4 
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Wir wollen aber diese Gleichung nicht direkt nach (i oder a auf- 
lôsen, was zwar môglich, aber sehr umstândlich wàre, sondern nach 
Lamb 1911 diskutieren. AuBerdem sehen wir der Einfachheit halber 
voin Windsprung éib, setzen also == = o. 

Wir beschâftig'en uns also mit der Wellenbewegung in zwei un- 
endlich ausgedehnten horizontalen Schichten, deren Dichten in 
beiden Schichten nach einem Exponentialgesetz sich àndern und 
an der gemeinsamen Grenzflàche einen Sprung aufweisen. 

'A xH 

Da nach (4, 5) und Wurzeln der Gleichiing 

X^~xX~a?-\-gx^ == O ( 6 ) 

sind, wollen wir die Frequenzengleichung mit Lamb schreiben, 


Hierin sind eilso }} und die beiden Wurzeln der eben erwâhnten 
quadratischen Gleichung in X, wobei inan fur x das eine Mal 
das andere Mal zu setzen bat. Weiter wollen wir annohmen, 
daB wir es mit Gasen zu tun haben. Daim gilt ja 


_ y . 


Q» 


RT - -g 


und aus der Frequenzgleichung folgt 


also 


( 7 ) 


51 _ __/i I 




In die Gleichungen für X eingesetzt ergibt das folgende beiden 
quadratischen Gleichungen für /t 


und 

worin bedeuten 


J>* q- il/i O ^ 

+ = O, I 

TJ =. x' (2 «V 
M' = «««'(«V-A*): 


(8) 


entsprechende Gleichung'en gfelten für X** und Daraus fotg't 

_ M'- 

^ ~ XI - X" 


und sornit 


(M'-M"y+{U+IA') (X'JI/"- X'iJlf') = O. 


(9) 
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Nun ist Jt/ï— («i^— 

L^ — U^ == 2 a®^(xl~xB)— — «lia) 

= a^{a^g'^-p*‘)2a^gx^x^\x^^-x^). 

Setzt man cliese Ausdrücke in (9) ein, so ergibt sich zunâchst 


ag 


oder 


\ 2 71 


Also nicht nur im Fall verschwindenden Dichtesprungfes, sondern 
auch bei endliclieni Dichtesprung* g-ibt es in einem System von 
unendlich tiefen Flüssigkeit.sschichten Wellen, die sich mit der 
Stokes’schen Geschwindig-keit fortbeweg-en in Übereinstimmung' mit 
dem Poissonschen Résultat. Daneben gibt es aber noch andere 
Wellen, die eigentlichen Grenzflàchenwellen, und diese interessieren 
uns weit mehr. Aus (9) erhàlt man als F'requenzengleichung nach 
Abspaltung der Stokes’schen Wellengeschwindig*keit 

y y - u+.«) = 


Die gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen (8) ist 


Damit wird 

(‘0 


. x’x" 

ag — 

a a 


A ist der Koeffizient von z in der Exponentialfunktion, die die Ver- 
ànderung der Amplituden der Storungsgroben mit der Hohe angibt. 
Für den Fall einer honiogenen Flüvssigkeit vereinfacht sich A in a. 
Insofern hat also die Angabe von — ein Interesse. Sie lâbt or- 
kennen, um wieviel mehr oder weniger die Stôrung'samplituden mit 
der Entfernung von der g-erneinsamen Grenzliàche in einer in- 
homogenen Flüssigkeit abnehmen als in einer homogenen. 

Sind beide Schichten homogen, so gilt, wie schon Stokes aus- 
gerechnet hat (vgl. z. B, Lamb, Hydrodynamik, S. 435, Leipzig und 
Berlin 1907) und wie auch aus (4b) folgt, wenn man «i = «ii==o setzt, 




: ag 




: ag 




, 9 

: 2 71 --- 




') Hierin soU der Querstrich sich auf die Werte beziehen, die man bei Nicht- 
berücksichtigung der vertikalen Dichteauderung erhalt. 
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___ Qi-Ql' _ T"-T‘ 

*'+»<" Q’,+ Q',' 

In (lo) setzeii wir jetzt zur Abkürzung- x — aiso 

® ci>‘'+ «"P + rxi+x'' / ■ 

Den anderen Wert für x, der selir kleiii ist, wüllen wir iiiclit weiter 
beachten. Ferner ist mit dieser Abkürzung’ 


Wir sotzen iiun, uni bestimnite Zahlenwerte zu bckonimen, 

__ _ I 

~~ T“ + T' " loo ’ 

was unter nornialen Verliâltnissen etwa einem Temperatursprung' 
5®, 5 eiitspricht. Nelimen wir als Mitteltemperatur etwa 274”, so wird 


Ferner ist 


m ~ 0,00 000 9Q 2 L. 


Mit diesen Angaiben übor die Zahlenreclinung- wollen wir uns hier 
begtiüg'en. In der nachstehenden Tabelle II (vg'l. aucli Fig’iir 4, § 1 7) 
g'elît aus Spalte 2 bzw. 5 und 6 hervor, dab in Flüssig'keitsschicliten 
mit nach oben abnehmendor Dichte die Wellengescliwindigkeit mit 
der Wellenlangfe viel stàrker zunimmt aïs in liomog'enen Schicliten. 
Spalte 3 zeigt, dab mit wachsender Wellenlange die Storung immer 
grôbere Schicliten erfabt im Verhaltnis zu déni Storungsbereich im 
Falle homog'ener Schicliten. Man sollte freilich erwarten, dab die 
durch die Inhomogenitât bewirkte stabilereSchichtung den Wirkungs- 
bereich derStôrung verkleinert. Dab das im vorliegenden Falle niclit 
zutrifft, liegt darin begründet, dab wir von der Wellenlang'e als déni 
ursprünglich gegebenen ausgegangen sind. Tatsâchlich ist es so, 
dab zu einer bestimmten Stôrung im inhomogenen Fall eine kleinere 
Wellenlânge gehôrt als im homogenen Fall. Umgekehrt mub natür- 
lich dann eine und dieselbe Wellenlàng*e im inhomogenen Fall von 
einer grôberen Stôrung, d. h. einer solchen, die Gebiete in grôberer 
Entfernung von der Grenzflàche in Mitleidenschaft zieht, hervor- 
gerufen sein als im homogenen Fall. Das bringt Spalte 3 von 
Tabelle II zum Ausdruck. Wir werden bei Behandlung der statio- 
nàren Wellen noch einmal kurz darauf zurückkommen. 


3 “ 
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Tabelle II. 

Welleng-esch windigkeiten an der Grenzflâche zweier un- 
endlich tiefer, geschichteter Flüssigkeiten bei einem Tem- 
peratursprungf von ca. 5,5®. 


I 

2 

3 


5 

6 



? 

A 

T 



ü* 

L 



« 

(Periodenlange) 

v* 


(Stokes) 

7,0 ni 

1,003 

0,994 

2 1,2 sec 

0,33 111 

/sec 

0,33 m/sec 

34.8 


1,017 

o,q68 

46,4 „ 

0,75 

,, 

0,74 „ 

69,2 


1.034 

0,935 

64,4 ,, 

1,07 


1,04 

200 


1,104 

0,822 

102,8 „ 

1,94 

„ 

'.77 .. 

436 


1.233 

0,658 

135,5 „ 

3,22 


2,61 

597 


Ï.323 

0,571 

148,0 „ 

4,03 

,, 

3,05 „ 

1048 


1.574 

0,404 

164,5 „ 

6,36 

,, 

4,05 „ 

1745 


1,932 

0,268 

173,2 „ 

10,05 

” 

5,2 2 

2288 


2,180 

0,21 1 

176,0 „ 1 

13,0 

„ 

5,98 „ , 

2740 


2,371 

0,178 

177.0 ,. 

15,5 


6,55 „ 

3t6o 


2,534 

0,156 

178,0 „ 

17,7 


7,04 „ 

4650 


3.055 

0,107 

179.0 ,. 

26,0 

V 

8,53 „ 

68 ro 


3,684 

0,074 

179.5 „ 

38,0 


10,32 „ 

8450 


4,099 

0,060 

180,0 „ 

47,0 

,, 

1 1 ,5 

9840 


4.424 

0,051 

180,0 „ 

54,6 


12,4 

1 1020 


4,679 

0,046 

180,0 „ 

61,3 


13,1 


Die auf den ersten Blick willkürlich verteilten Wellenlâng'en 
wurden g'ewàhlt, uni den Vergleicb mit Tabelle XII zu erleichtern, 
bei der nicht von den Wellenlàng'en, sondern von einer Hilfsgrôfte 
ausg’eg-aug-en werden niuûte. 


§ 7. Vorlauflg^e Bemerkungeii zur Théorie der stationMren Wellen 
(Luftwogeii). 


Zur Anwendung der abgeleiteten Formeln auf die Théorie der 
Luftwogen^) haben wir nur fi bzw. v* gleich o zu setzen, da diese 
Vorgànge als stationare Wellen aufzufassen sind. Setzen wir in 
(6, 4) fi — O, so erhalten wir aïs Bestimmungsgleichung für a, d. h. fur 
die Wellenlânge 


-g(Ql- ej’) + Ql ) 

+ Q'J ^ etg m A") = O. 


*) Vgl. H. V. Ilelmholtz 1889 und 1890. Von meleorologischer Seite besonders 
A. Wegener 1906 und 1908. 
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Im Falle, daC dieSchichtdicke sehr gering* ist gegen die Wellenlânge, 
verwandelt sich (i), wie man leicht übersieht, in eine Gleichung, die 
a gar nicht enthâlt. Dieser Fall ist uninteressant. Am wichtigsten, 
weil den natiirlichen Verhàltnissen am besten entsprechend, ist der 
Fall unendlich tiefer Schichten, weil die Dicken der atmosphàrischen 
Schichten im allgemeinen so groli sind, dafî man i setzen 

kann. 

In diesem Falle zweier unendlich tiefer Schichten wird ans (i) 

-g (es- «") + Ql + es' (^”-7) = o- (>«) 

Nehmen wir zunàchst Homogenitât beider Schichten an — 
so ergibt sich fiir die Wellenlânge die bekannte, bereits von Helm- 
holtz 1890 abgeleitete Formel 

g 

Im Fall inhomogener Schichten ergibt sich aus (la) durch làngere 
Rechnung, wenn zur Abkürzung — ^ = s geselzt wird, 


J(! I) - + V , j jjtyi.lyiiij) 




l 4 f/I»/ 


+ 2S{/I»i7ll> 




Verschwindet etwa die Grundstrômung der oberen Schicht so 
vereinfacht sich (3) in 

9 *(s-iy \-gsU''x' 

Um den entsprecheiulen homogeiien F'all zu erhalten, setzen wir 
x*=o, Dann ist (wir bezeichnen fiir einen Augenblick den Fall 
homogener Schichtung durch überstrichene Buchstaben) 

_ _ g{s-i) 

“ L sTn* ’ 

wie man auch direkt aus (2) fiudet. Wir kônnen also schreiben 
L = L mit L = 2 71 — ? — ^ b) 

giQl’Qlf) 

y ■^^(«- 1 )* 

b Die Ableituugen aus den Stôrungsgleichungen ist wohl erstmalig von 
V. Bjerknes gegeben, aber nicht verüffentlicht worden. 
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Rine (3 b) vollkominen entsprechende Formel gfilt auch, wenn die 
Griiiidstrômung* in der unteren Schicht allein verschwiiidet. Natürlich 
sind daim die Indizes 1 durch II zu ersetzeii. 

Um ein Beiapiel für den Einflufi der Schichtung' auf die Wellen- 
lange zu gfewinneii, nehmen wir an 


t/i = 5 m / sec 


m-- 


278 


9 

RT^ 


= - ^ = 1,0183 

■ 273 

= 1,25 • lo-^ 


Damit ergibt sich irn Falle homogfener Schichtungf L — 892 m 
inhomogener Schiclitung* L — 534 ni. 
Wir sehen hieraus, iind wir werden spater aus einer gfanzen Reihe 
anderer Beispiele noch sehen, daB unter sonst g'ieichen Unistànden 
im inhoniog'enen Fall die Wellenlang'e kürzer ist als ini Fall honio- 
g-ener Flüssig-keit. Das ist natürlicli auf die ini ersten Falle stabilerc 
Schichtung* ziirückzuführen. 

Iin allgeiueinen Falle nicht ver.schwiiulender (Trundstrôinung’en 
in boiden Schichten lieg-en die Dinge in der Praxis, d. h. bei der 
Beobaclitung' von Wugenwolken, gewohnlich so, dab inan zwar den 
Windspruiig^) kennt, aber nicht die Teilbetrag-o IP und Des- 

halb hat A. Weg'ener 1906 ang’esetzt 

-1- = 1 t/i I = I im \ == U, 


d. h. er hat den beobacliteten Goschwindigkeitssprung* v g'ieich- 
niâbig auf beide Schichten verteilt. Wir wollen in (3) auberdeni 
noch == X ansetzen, da sich beide Grôben nur weiiig' von 

eiilander unterscheidcii. Dainit wird (3) 

Hieraus erg'ibt sich zunâchst 

, , r 71 

( 5 , 12 ) = 




4-^ «- 


d. h. die g'ieiche Wellenlângfe wie ini Fall stationarer Oberflachen- 
wellen auf einer unendlich tiefen Schicht. Man erhalt sie aus déni 
allg'emeinen Fall einer iniiereii GreUzschicht, indeiii man die DIchte 


') Hierbei ist noch zu beachten, daK die bciden Winde ini allgemeinen einander 
nicht parallel gehen. Infolgedessen koinmt nicht <ler absolute Betrag der Wind- 
differenz, sondern die geometrische Differenz in Frage. Senkrecht zu dieser werden 
aach die Wogen aufgeworfen. A. Wegener 1906 gab eine überschlagige Formulierung 
dieser Problème. Eine genaue Behandlung soll anderwarts verolïentlicht werde. 
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der oberen Scliicht — i setzt. Diese Wellen sind, wie aus der 
früher geg'ebenen Zusanîmenstellung- hervorgelit, ziemlich kiirz, docli 
wàre es vielleicht nicht ausg-eschlosseii, dab sehr kurzperiodische 
Schwankungen durch sie liervorgerufen werden. 

Die zweite mogliche Wellenlàngfe ist 


y 


I 4 S ( 

l -, rr ( I 

g {8-1)* \ 


U*\ 

9 


) V 9 (»-i? 


. (4) 


Hierin hat L die oben angfedeutete Bedeutung* (homogène Schichtung) 
und ist nach (2) ^ ^ 7;^ s + i 


L = 


(5) 


g s-i 

Nachstehende Ziisanimenstellung, die mittels der Formein (4) und (5) 
bereclinet ist, zeig't wieder die Verkleinerung der Wellen bei stabilerer 
Schichtung. 

Tabelle III. 

Lange Helmholtzscher Luftwogen für versch iedene Wind- 
u n d Te m p e r a t u r s p r ü n g e. 


V ni / sec 


2 

4 

6 



8 

10 

_273 

L 

70 in 

225 m 

620 m 

1 1 05 m 

1730 m 

Tl “ 

268 

L 

65 m 

177 m 

403 m 

600 m 

790 ni 

0 

00 

& 

L 

35 1» 

140 in 

315 lïi 

560 m 

880 m 

Tl “ 

270 

L 

34 ”1 

130 m 

272 m 

440 ni 

! 630 m 


Eine ausführliche Zusammcnstellung ist in Tabelle XIII (§ 18) 
gegeben. Man sieht aber schon aus vorstehender kurzer Übersicht, 
wie stark verkleinernd die Schichtung auf die Wellenlânge wirkt. ; 

Es niag in diesein Zusammenhange daran erinnert werden, dal?0k 
A. Wegener 1906 bei Anwendung von (5), also Nichtberückyf- 
sichtigung der stabilisierenden Wirkung der Schichtung, wesentlif<t;h 
zu groISe Wellenlàngen der Luftwogen ausrechnete. Um richtiifge 
Werte zu bekominen, nahin er deshalb 1912 eine Reduktion wdes 
beobachteten, nicht vollkoinmen sprunghaften Überganges auf# die 
„ideale Inversion“ vor, wodurch sich wesentlich g-roliere Tenipenilfatur- 
sprünge ergaben. Dadurch kain er natiirlich auch zu kleiyjneren 
Wellenlàngen, da bei grôlSeren Teinperatursprüngen aucli/i». eine 
grôBere Energie zur Erzeugung gleich grober Wellenlàngey / nôtig 
wàre. Es erscheint aber doch fraglich, ob auf diese W ^ise die 
kleineren Wellenlàngen erklàrt werden. Denn der ausge/ /echnete 
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„ideale“ Teniperatursprung* ist ja in Wirklichkeit nicht vorhanden 
und kann de-shalb wohl auch nicht einen Mehrverbrauch an Energie 
erforderii. Auch durch die Verteilung- des Teniperatur-„Sprunges“ 
auf eineSchicht von einiger Màchtigkeit dürfte ein grôfterer Energie- 
verbrauch nicht hervorgerufen werden^). Es wird vielmehr durch 
obige Ergebnisse nahegelegt, den Grund dafür, dali die Wellen- 
làng*en bei Wegener zu groB sind, darin zu suchen, da (5 von ihni 
die stabile Scliichtung der Luft nicht mit berücksichtigt ist. In 
der Tat zeigt ja unsere Zusammenstellung und die Tabelle 111 eine 
betrâclitliche Verkleinerung der Wellenlàng'en iinter sonst gleichen 
Unistânden bei stabiler Schichtung. 

Wir wollen das noch an zwei Beispielen nach A. Wegener 1906 
belegen. Am 6, Dezeinber 1905 Wcir v = 10,4 m/sec, T— 2,2® (Ab- 
stiegswert), die Welleniange L — 1600 in bzw. 1920 m. Ohne Be- 
riicksiclîtigung der Schichtung erg'ibt sich als theoretische Wellen- 
lànge L — 4300 m, mit Berücksichtigung der Schichtung L — 908 m. 
Am 19. Februar 1906 betrug* v == 2,5 m/sec, zJT==3,7®, die be- 
obachtete Welleniange 175 m. E^s ist unter der Voraussetzung 
homogener Schichtung X — 213 m, bei Berücksichtigung der 
Schichtung iÿ = 166 m. 

Aus beiden Beispielen^) sieht man, dafS bei Berücksichtigung 
der Schichtung die Welleniange kleiner wird als die beobachtete. 
Der Grund dafür ist leicht einzusehen. Dadurch, dab wir zwar eine 
Schichtung' voraussetzen, aber von der Kompressibilitat absehen, 
nehmen wir eine viel stabilere Lag'erung der Luftmassen an, als es 
der Wirklichkeit entspricht. In der Tat werden wir in § 18 sehen, 
dab bei Berücksichtigung der Zustandsànderungen vertikal ver- 
schübener Luftmassen die berechneten Wellenlangen zwischen die 
eben ermittelten zu liegen kommen. 

SchlieISlich sind natürlich im vorliegenden Fall auch dann noch 
Luftwogen inôglich, wenn die Dichte selbst keiiie Unstetigkeit auf- 
i/eist. Dann ergibt sich 

" “ 4 ( + ün‘‘ÿ 4’ + I 7 ia + i/ii2 

/VEine Untersuchung Uber den Energicverbrauch der Luftwogen bei derartigen 
Schich^g’en soll spater angestellt werden. 

3) c^eitere Beispiele gab Trey 1919 an. Aber es ist nicht ganz klar ersichtlich, 
wie er zu registrierten Wellenlangen kani, und eiAe Prüfung daher nicht môgliçh. 
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und daiTiit folgendeWerte für dieStôrungfsg*rôKen in der oberenSchicht 

T - ^'1 ®*'' “(~a 

10 » = i a I ÿ| ®in JV“ (« - A") Viigo j 

1 x11 

Die Ausdrücke für die Storung'sgroüen in der unteren Schicht waren 
xi 

v;' = i:‘@iltiV‘ (^+*1) e à " 

ri 1 

mI= - A"‘ y ®m + ¥) + + A‘) cY' 

zi 

(2K«)I= inA'‘@iliJV'(« + A')e 

xl 

p — aU^ 
ferner wie früher 

\ p>-p>'=-p(Q;-e“)^ 


'der Nâhe der g'eineiiisanien Grenzflàche 2' = o, folg't als Gleichung 
diess^r Grenzflàche nach (2,8) 
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Wendet man auf diese Gleichungf die Grenzflachenbeding ung-en (2, 9) 
an, so kanii nian aus den ontstehenden Gleichungen die Konstanteii 
und eliminieren. Setzt man noch zur Abkürzung* 

= q v*—~ 

so ergibt sich als Frequenzg-leichung 




-iPi. 


+ «'“(«o-ï) = O- 


+ 


(4) 


Ist ziinàchst die Deckschicht unendlicli tief, aile anderen Grôben 
beliebig', so sind die Stokes’schen Oberfiâchenwellen î; 1I® — 
wieder eine môg'liche Forin der Wollenbewegfung*. Àhnlich batte 
Solberg’ 1928 (S. 45/46) g'efunden, dali im Falle zweier lioinog’ener 
Schicliten mit freier Oberflàche, bei denen die obéré Scliicht un- 
endlich tief ist, einmal Wellen von der Art mog'licb sind, wie wenn 
die untere Scliicht erstarrt wâre (dus sind die Oberflàchenwellen), 
zweitens «Wellen wie sie an der (irenze zweier Flüssig’keitsschichten 
zwischen starren Wânden auftreten. Wir werden diesen Zerleg-ung's- 
niôg'lichkeiten noch oft beg'eg'iien. 

Die Frequenzengleichung’ ist also jetzt wesentlich komplizierter 
als fiir die Grenzflâchenwellen eines Systems mit starrer obérer und 
unterer Grenze. Zur Vereinfcichung wollen wirzunàchst von dernWind- 
sprung absehen und == = o setzen, also ~ v*= 

Dann niôge die untere Scliicht konstante Dichte haben, = o, 
N^=za, und sehr tief sein, so dali ©tçj i ist. Die obéré Scliicht 

sei zunàchst so flach, dafi g*e’setzt werden kann == 

Unter diesen Voraussetzungen vereinfacht sich die Frequenz- 


gleichung in 

— y 


*2 Ml 
a 


«+^+- 


•+-(T+ÿr“h»-(?+-.«)i 7 

Dais in (5) nur die gradzahligen Potenzen von v* auftreten, i» 
Folge der Annahme LP = == o. / 

Man entnimmt aus (5), daû bei verschwindendeni Dicht/ 

— i) die Wellengeschwindigkeit sich wieder auf die Sto» 
reduziert. In der Tat ist das ja auch bereits von Poissoiy 
beliebige Dichteverteilung bewiesen worden. 
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Wir wollen nun annehrnen, dafi neben der oberen auch die 
untere Schicht sehr flach ist. Daun lautet die Frequenzg’leichung*, 
da wir — J— 7 setzen koiinen, 




I I xll 

+ + T 


a* + - 


. J \ 

\2 




9 ^ (îrt-0 


a* 4-: 




(7) 


Ini Nenner des zweiten und dritten Gliedes der linken Seite dieser 
Gleichung kÔnnen wir das erste Glied wegen der ebeii gemachten 
Voraussetzungen vernachlàssigen. AuCerdem wollen wir auch von 
dem Dichtesprung absehen, also i setzen. Das gibt 


/il /iii 


( 8 ) 


Jm Falle von Honiog'enitàt auch der oberen Schicht ergibt sich 
daraus die Lagrange’ sche Formel 


v*= g(h^^h^^) 


für die Geschwindigkeit langer Wellen auf seichtem Wasser. Setzen 
wir — loo m, /i” = 2 ni, x = 0,059 (vgl. Seite 28), so ergibt sich 
im Falle honiogener Schichtung* v* ~ 31,6 ni /sec, bei inhomogener 
31,4 m/sec. Die Abweichungen sind also wieder ganz geringfügig. 

Aus (5) ergibt sich bei Nichtberücksichtigung der Dichte- 
abnahnie in der oberen Schicht die bekannte Formel 


hJ 

h< + h» 


w 


(9) 


Sie geht übrigens für >00 in (6a) über. Aus (7) würde nian 
bei Berücksichtigung eines Dichtespruiig'es ein Analogon für den 
Fall vertikal abnehmender Dichten finden, doch soll die Rechnung 
hier weg’eri ihres geringen Interesses nicht wiedergegeben werden. 

SchlieUlich sei noch ergânzend benierkt, dab sich für stationâre 
Wellen in zwei unendlich tiefen Schichten mit freier Oberflâche 
die gleichen Resultate ergeben, wie wenn auch die obéré Grenz- 
flàche starr ist. 


§ 9. Drei Schichten zwischen starren Grenzen. 

Die Lage der drei Schichten sei durch die umstehende Figur i 
erklârt. Die unterste Schichtgrenze z — o sei starr, ebenso die oberste 
g ne GrôGen, deren Wert an diesen Stellen zu nehmen sind, 
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seien durch die Indizes o bzw. 3 g’ekeniizeichnet. Entsprechend sind 
die GrôfJen an der SchichtgTeiize z — h^ (iin ungestorten Zustand) 
zwischen erster und zweiter Schicht durch i, und zwischen zweiter 
und dritter durch 2 charakterisiert. 



Kijr. I. System von drei Scliielitcn mit starrcr obérer Greiize. 


Da an der untersten und obersten starren Grenze die Vertikal- 
koiiipoiienten der Stërung'sg'eschwindig'keiten verschwinden müssen, 

folg't für die Integrationskonstanten der ersten und dritten Schicht 


und 

oder 


K[ H ÜTJ O Oder = K\ =• - K\ 


Damit erg'ibt «ich für die StorungsgrolSen 
•vd=7:'@iiiJVi^ eï-'e'' 

Ml « _ ri 1^'- V'Sotr'^j e’i’ e‘ 

(i) wi=îar' @inr% 

p — aU^ 
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jfll 

gii =. _^u QU (x-"6*“' + eT " e'*'"''' 

*111 

fvIH 1 .. 

xlll 

/i- af/*'* Ixi" 1 

xlli 

« xin 

qiii^ _^iii 


Die Storun^sausdriicke für die erste mid dritte Schiclit sind ^leich 
gebaut wie die in (6, i). Die Relation zwisclien A'” und JCl\ den 
Konstanten dor Stôrungfsg-rÔfien in der 2. Schiclit, erg-eben sicli ans 
den Grenzbeding-ung*en an den beiden bewegiichen GrenzfUichen 2 
und 3. 

Es ist ebenso wie friiher in einer g-enüg'end kleinen Um- 
gebung" von z = U 

P'-P'^=-g(Q\~Q'^){z-h'), 
in einer genügend kleinen Umgebung von z = 

Daher ergibt sich aus (2,8) als Gleichung der beweglichen Grenz- 
flâche 1 (2) 


>^.=- 


- U') A'+iV'Soî Ar'A'je 



(^««) 



xll J 

e 2 ^ 


') 


( 3 ) 
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( 9 ) 


_i + Tg^ + ga)- 

2 « ^112--. Qi Qu al an- Qi Qui «i ani + Qu Qui «ir ain 




g.ai»Q'» + a"Q»(g.+ g.)- g.a'«^ 

^112 - Qi QU al an - Qr Qm ai am + Qu Qm au ainj 


Q1Q2 


{QM^~ Qi Qii al ail— Qi Qm ai am + Qu Qui au anij 


Uni die Diskussion dieser koniplizierten Formel zu ermdglichen, führen 
wir ein und sin durch, 


also 


Qi:= Qiiii-\-si); 4 ^'"= si"); 

îi = 9 Qs' ; 9 , = 9 


Q" - Q, 


si und .s’"i sind kleine ZahleiU), so dali wir die Glieder hôlierer 
Ordnung- in .s-i und vernachlas.sig*en konnen, Aul.’ierdem wollen 
wir der Einfachheit halber aile Schicliten als g'ieich dick annehmen, 
al ~ -ail _ —ain ~ (5tg a 4 = a. 


Dann erg'ibt sich durcli die Vernachlàssigung-en 


(10), 


+ 5 a" 


+ I -f^a® 4 s»")2 8i.9iii(i +3a2)|. 


Aus (10) erhàlt nian natürlich für unendlich dicke Schicliten {a ~ i), 
von durch die Vereinfacliung-en hereingebrachten Modifikationen 
abg'esehen, wieder (8), Bemerkenswert ist, dab für Schicliten end- 
licher Dicke iiicht ein ahnliches Résultat wie das durch (8) dar- 
g*estellte zu erniitteln ist. Aliiiliche Verhàltnisse treten nàch Sol- 
berg* 1928 (S. 45/46) ini Falle zweier lioniogener Flüssig’keits- 
schichten mit unterer starrer Grenzflàche und freier Oberflache auf. 
Wir komnien darauf in § 13 zurück. Bei uneiidlicher Tiefe des Ge- 
samtsystems namlich ergibt sich dort eine Zerleg-ung- der Frequenzeii- 
g'ieichung*, aus der ersichtlich ist, dal 5 in diesem Falle Wellen niôglich 
sind, wie sie an der Grenze zweier unendlich ausgedehnter Schicliten 
auftreten, und daneben Oberflàchenwellen der oberen Schicht allein. 
Im Falle endlicher Tiefe des Gesamtsystem ist jedoch eine solche 
Zerleg-ung-, wie auch in unserem Falle, nicht mehr niôglich. Der 
Grund für das unbeeinfiubte Nebeneinanderbestehen beider Wellen- 
systeme in unendlich tiefen Schichten ist darin zu erblicken, daU 
eben infolg-e der unendlichen Schichttiefe die Amplitude der einen 
Welle bis zur anderen Grenzflàche schon unendlich klein g-eworden 


*) Hat man z. B, in der Atmosphare einen Temperalursprung von 5® bei einer 


Mitteltemperatur von 270®, so wird «* = 


Q" 


Yi~ 


5 ^ 

270 


: 0,0185. 
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ist und infolg-edessen die an dieser Grenzflàche gebildeten Wellen 
nicht stôrt. Für Schichten endlicher Dicke gelten diese Über- 
leg'ung'en natürlich nicht mehr, wie auch aile unsere Formein zeigen. 
Bei den in der Natur vorkommenden Fâllen in Atmosphare und 
Hydrosphàre wird es freilich hàufig so sein, daB man die Schichten 
als unendlich tief und daher die Wellen der einzelnen Grenzflàchen 
als praktisch voneinander unbeeinfluCt ansehen kann. 

Als weiteren Spezialfall wollen wir annehnien, dab die Dichte 
in den Schichten I und III konstant, in II dageg'en veranderlich 
ist. AulSerdem sollen die Dichtesprüng'e an den g'eineinsauien 
Grenzflàchen i und 2 verschwinden, und sich statt dessen die Dichte 
von der Schichtgrenze i durch die Schicht II nach der Schicht- 
grenze 2 stetig' ândern. Dieser Fall hat natürlich ein besonderes 
praktisches Interesse insofern, als wir in der Atniosphare und Hydro- 
vsphàre nie sprunghafte Anderung'en, sondern iinnier inehr oder. 
wenig'er niàchtig'e Übergfung-sschichten beobachten. Diesen Fall 
luit auch Rayleig*h 1883 bereits untersucht. 

Aus (6) erg ibt sich unter diesen Voraussetzung'en, wenn aulierdem 
noch die Grundstrôniung* als für das Problem unwesentlich gleich 
Null ang*enomnien wird, 

« a'p'' j oi'>==o ( 1 1 ) 

wobei -- — ~ a» g-esetzt ist. Wâre in (1 1) auch «n== o, 

so liefle sich <;* nicht bestiminen: In einer iiikompressiblen hoîiiogenen 
Flüssig-keit zwischen starren Wânden sind keine Schwerewellen 
môg'lich; was man auch daraus entnimmt, dali g immer mit dem 
Faktor x" auftritt (vg^l. Seite 32). Schicht I und III môgfen die 
gfleiclie Mâchtigkeit h haben 

a* ==~a"* == ^X^ah — a. 


(.2) 


Die Dicke l der Übergangsschicht sei sehr klein, so dafl 

Dann wird 

a*(i 4-a®)-l-2 ja 

Kann man die Schichten 1 und III als sehr dick annehmen gegen- 
über der Wellenlânge, was in vielen Fâllen erlaubt sein wird, so 

wird aus (12) », ÿ x" 

^ (12a). 




4 ’ 
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Für zwei unendliche Schichten mit Dicbtesprung' war nach ( 6 , 12) 

9 

~ a Q'+Q"’ 

Wie aus der IVibelle VI und Fig*ur 2 ersichtlich ist, besteht die Wirkung* 
einerÜberg-ang-sscliichtineinerVerkleinerung-derWelleng-eschwindig-- 
keit. Die dritte Spalte dieser Tabellen enthàlt die Wellengeschwindig- 
keit für den Fall eiiies scliarfen Dichtesprungfes, die folgenden Spalten 
für verschiedene Dicken der Übergangsschicht. h ist natürlich ver- 
schieden für die verschiedenen Schiclitdicken. Es ist bereclinet 

nacü der Formel 1 

« = (In 

die ohne weiteres verstàndlicb sein dürfte. « wird also mit vvaclisen- 
der Dicke der Übergang-sscbicht bei gleichbleibenden Diohteunter- 
schieden kleiner. 


Die Abweicbung'eii im Falle eiiier stetig'en Dichteanderung* 
gegen den Eall eines Dichtesprung'es sind also nur klein. Da(.^ für 
sehr kleine Übergangsschicbten die Werte nicbt geiiau mit denen 
für einen Sprung übcreinstimmen, ist natürlich aiif die kleinen durch 
die Vernachlassigung'en begangenen Fehlcr zurückzuführen. 

Wenn aucli die Überg*angsschicht tief ist gegen die Wellen- 
lânge, so erlialten wir wieder die Formel 



Fig. 2. Abhangigkeit der Wellengeschwindigkeit vou der Dicke der Übergaiigs- 
schicht (/) bei verschiedenen Wellenlangeu (L). Dichteiinderung 5* 10 ®. 
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Sind allgemeiner die oberste und unterste Scliicht unendlich tief, 
dag'eg'en die inittlere Schicht beliebig*, so làlk sich àhnlich wie bei 
Rayleigh ein Nàherungsverfaliren zur Bestimmung der Wellen- 
geschwindigkeit angeben. Gleichung (ii) verwandelt sich unter 
diesen Umstànden, wenn die mittlere Schicht die Dicke l (also 
l) hat, in 

iV»- — + 2 a iVStg iVi + a’ = O, 

4 


wo 


4-a*- 
4 V 


gx 


war, und wo die Indizes II als unnôtig jetzt wegbleiben kônnen. 
Daraus ergibt sich, wenn 2 Nl = x gesetzt wird, 


-îa- 


axl 


^ + ^ + (aZ)» 


Px*+ , 


Nun ist xl bei nicht zu grofien Wcllenlàngcn klein gegen al. In 
der Atniosphâre z. B. ist x von der Grôlienordnung iq-*. Ist al.so 

L von der Grôlknordnuiig lo*, so wird - nur ca. V*®/© von. (alŸ 

4 t xl\^ 

betragen, Wir wollen daher in dieser Naherungsrechnung I ~ 1 

veruachlàssigen geg-en (a Z)*. Damit wird also 






und 



2al 
X ' 


bzw. — 


X 

iaV 


wie aus einer bekannten Formel foigt. Da der hyperbolisclie Tangens 
nie negativ werden kann, niuB x iniaginàr sein, x = iê, 


und 



2 al 

T ’ 


bzw, — 


2 al 


4gx 


Bei gegebener Wellenlànge und Schichtdicke kann die transzendente 
Gleichung für ■& durch Versuche gelôst werden — sie gibt 
unendliche viele Werte ê — , und daraus kônnen die zugehôrigen 
Werte von v* berechnet werden. Derartige nunierische Rechnungen 
sollen hier nicht durchgeführt werden. Ist al zunàchst sehr klein, 
d. h. die Wellenlànge groB im Vergleich zu Ij so ist nach der ersten 
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Relation für ê auch tg- klein, aiso auch — fz. B. nachjahnke- 
Emde,Fuiiktioiientafeln), und durch Reihenentwicklung des Tangens 
erhàlt man = also , 

a 2 

eine Formel, die ans (12a) in der Tat für sehr kleine al hervor- 
gelit. Wâchst al, so wâchst auch V>, bis für sehr g*rolie al, d. h. 
sehr kleine Wellenlàngen, û m wird. Wir werden sofort seheii, 
dab al nicht weg*en l sehr groÛ werden darf. Das gibt 

^ 

~ 4a’'T’+4»i’’ 

oder da das zweite Nennerg'lied geg'en das erste klein ist, 



Diese Approximationsformel g*ilt nur für kleine Schichttiefen, 
X* P 

Denn bei grolSen l ist — zwar immer noch klein g'egen (a^)^ so- 
4 

lange L den oben ang-eg’ebenen Betrag* nicht überschreitet, aber 
diese beiden GroUen sind niçlit mehr klein g'eg'en x'^, Daraus ist 
auch die Abweichung* der eben g'ewonnenen Formel von der 
Seite 52 wieder erhaltenen Stokes'schen zu erklaren. Dort handelt 
es sich uni den Grenzüberg’ang' für l --> 00, hier um den für L- >-oo. 
Da in der Atmosphare h = ist, wird 



Diese Formel steht in engem Zusammenhang’ mit der spater 
folgenden P'ormel (18), das ist die Formel für die Langue stationàrer 
Wellen, die g’egen die Schichtdicke sehr kurz sind. Sie lâlk sich 
übrigens auch direkt aus der vorstehenden Formel ableiten, wie 
hier nicht nàher ausg-eführt werden braucht, da wir die Formel für 
die Wellenlânge der Wogenwolken allg'emeiner ableiten wollen. 
Mit den hier erhaltenen Formeln kann auch die in § 7 erôrterte 
Frag'e weiter behandelt werden, ob das Vorhandensein einer Schicht 
mit stetig'er Dichteanderung' erklaren kann, wartim die Helm- 
holtzschen Luftwog'en kleiner sind, als im Fall eines Dichtesprung'es 
die Théorie angfibt. Wir wollen wieder die Schichten 1 und III in 
sich homogen und unendlich tief annehmen; die Übergangsschicht II 
habe die geringe Mâchtigkeit l. Dann folgt aus (6) zur Bestimmung, 
der Wellenlânge 



Bernhard Haurwitz. 






■«(î -9 


Un * V ‘) + T ( 


J/iM+f/iïf/ni* 


+ g^,,Un‘ 

y A Un‘+Ui‘ünti " '^ iïn‘4-UinJ 


Unt + Uinjni‘' 


Sind die Absolutbetrâg'e der Grundstroinung' in allen drei Schicliten 
gieicli U, so vereinfacht sich (14) in 

(14a) £ = 

Der Wert von (14), der sich bei der Wahl des neg'ativen Wurzel- 
vorzeichens erg'ibt, liefert einc négative Wellenlange, koinint also 
nicht in Frage. Nun war 

;<Z = lnQ'-lnQ"' = ln^ 

oder durcli Reihenentwicklung, da nahezu gleich 1 ist, 

(15) ^ Ql_ÇQUl- 

Setzt man das in (14a) ein, so wird inan auf die Formel (7,2) 
zurückgefiihrt 

(7 > 2 ) L U Ar /)iir 


9 


Nimmt man an, dab — C 7 ”= U ist, aber (/•" verschwindet, 
so ergibt sich ans (14) ,, 


oder weil - wesentlich kleiner alsjist, mit genügender Genauigkeit 

^ 2 71 

(16) 


Mit (15) erg'ibt das die entsprechende Formel (7,3b); übrigens auch 
wenn man C/* = o, Î 7 '’ = t/’** 4: o setzt. 

Ans den Resultaten der Formeln (14a) und (16) geht hervor, 
dab die Erklàrung des Unterschiedes zwischen berechneter und 
beobachteter Wellenlângê bei dén Helmholtzschen Wogenwolken 
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wohl nicht in dem von A. Wegener angegebenen Umstande (der 
Schichtdicke) liegeii kann, demi die dadurch hervorgerufenen Modi- 
fikationen sind offenbar sehr gering. Natürlich handelt es sich in ileni 
hier diskutierten Falle iinnier nur uni isotherme Scliiclitung, aber 
es ist sicher erlaubt, daraus Sclilüsse auf das Verhalten der Wollen 
bei anderen Gesetzen der Dichteabnabme mit der Hôhe zu ziehen. 

Ist auch die Übergang*sschicht dick im Verhaltnis zur Wellen- 
lànge, was freilich bei deii H elinholtzschen Luftwogen nie zu- 
treffen dürfte, so ist im Falle =o — der Einfacliheit lialber wollen 
wir nur diesen Spezialfall behandein — 

(«» g-'ï) + + ,V") = O (,7) 

die aus (ô) folgende Restimmungsgleichung für a bzw. L, (17) gibt 
zunàchst ^ 

L = xn, 

9 

das sind dieselben Wellenlângen wie an der Oberllàche einer un- 
endlich tiefen Flüssigkcit. Ferner ergeben sich Wellen der Lange 

L = (18) 

9 

Im Falle eines Systems von drei unendlich tiefen Schichten, deren 
mittlere einen stetigen Dichteübergang von der untersten zu der 
obersten Schicht vermittelt, treten also nach (7,6a) Wellen der 
gleichen Lange auf wie in einem System von zwei unendlich tiefen 
Schichten, wenn hier die Dichte selbst eine stetige Funktion der 
Hôhe ist. In beiden Fâllen ist angenommen, dab die unterste oder 
oberste Schicht ruht. 

Eine Tabelle der Lange dieser Wellen ist auf Seite 41 angegeben. 
Man konnte vielleicht daran denken, die Formel (18) auf die am 
19. Februar igoô beobachtete Welle (vgl. Seite 40) anzuwenden, da 
diese ziemlich kurz war. Mit den angegebenen Zahlenwerten erliâlt 
man éiber L == 237 ni, also einen viel zu groüen Wert. Wir kommen 
in § i8 ausführlicher auf die Erklàrung der Wogenwolken zurück. 


§ 10. Drei Schichten mit froier Oberfliiche. 

Wir wollen nun ein dreifach geschichtetes System annelimen, das 
sich von dem vorhergehenden dadurch unterscheidet, daÜ die obéré 
Grenze der obersten Schicht eine freie Oberflâche ist. Die Aus- 
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drücke für die StôrungfsgroBen der Schichten I und II bleiben dann 
diCvSelben wie in (9, i), iiàmlich 


w'^^iaK' ^xviN'z 

p — aU^ 






«.» - i « (X," e"" * + Z>‘ e" "" ') «V ^ e’ 

In einer genügend kleinen Umgebung' von gilt, wenn den 
bevorzugtcn Druck an der Stelle z — d. h. in der Lage der un- 

gestdrten freien Oberflâclie angibt, 

piri_prn_^Qur(^_^m) 

Dann lautet die Gleichung der freien Oberflâclie in der Forni (2, 8a) 

— "J-' K’*'" /f,'" 

(2) 

e2 e ^ const. 

Die Grenzbedingung an der freien Oberflàche (2, 10a) liefert folgende 
Beziehung zwischen den beiden Konstanten und Kl^ der 

StôrungsgrôCen der III. Schicht 
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xiii 

xe 2 


8 miV'ïn(^ — /llll)- 

H xlll (3) 

e 2 

V xJlI 

qu\ ^ - xuï ^iii |L-_ 8in _ 

J xiii 

Hierin bedeutet in Analog-ie zu früheren Abkürzung-en . 

Die (ileichungf der g-etneiiisainen Greiizflâche von I uiid II lautet 

O (4) 


-v'Q\K^{^ ©in N'h'+ N' ®oîIV'/t>|e^'*' 
Qft;" |(y + JVr“) KY 6'^"'“'+ (y - AT") 

~TCëî'^F) 




und die Gleichung' der Greiizflâchen zwischen II. und III. Schicht 


( 6 ) 
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: ÿ(Qi‘-Qr) ^ 

_ > 


«Ji'.ii 

xQl"v"'X"'e r'^ 


Hierin geben wie inimer die oberen, rôiiiischen Indizes an, zu welcher 
Schicht die betrefFende GrôBo g-ehort, die unteren, anibischen, an 
welcher Schichtgrenze die speziellen Werte zu wâhlen siiid. 

Wenden wir auf diese Grenzflâchengdeichungen die Grenz- 
bedingung’en (2, 7) an, so erg'eben sich folgende ReUitionen zwischen 
den zwei Ampiitudeii Z, und der inneren schwingfenden Blachen 
uiid den vier Konstaiiten Kj', X!J, 




xii , 






/l" 

-î;“e ^ Z,. 


Hier bedeutet a'" wie früher /d”). Kbenso iuhren wir 

wieder mit derselben Bedeutung’ wie in § g 

al = Stçj Ai/^i, «Il etgiV'i(/i'i-/iiii) 




ein. Werden die Ausdrücke, die ans (8) fur X\ Xi\ X^^^ folg'en, 
in (5) und (7) eing'esetzt, so enthalten die beideii Gleicliungfen nur 
noch das Verhaltnis der beideii Amplituden Eliniiniert man 

dieses aus den beiden Gleichung'en, so erhâlt inan als Frequenzen- 
gleichung- nach Potenzen der verschiedenen v geordnet (abg'esehen 
davon, daC aucb in den a und X noch v vorkomint) 
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99 , (* + “w) ' «'•“V [?I Ql' (7 - a" - 

+ v"*Q\'Q^^9 

+ (7 -f a' N' ) (7- - a»JV») + 

+ î!i*î;i''’yj I 7 4- o‘A'') <? [ Q" a"'N"') y^"j + 

+ (f ('‘ 7 - «"W") 



_yH„iiî„iuigigii ,. di^ij a'iA’iij - 

(7 -I aW>) 

_yii«„iii 2 giiQM I*"' _ (iinjvii'j (jViis - j f 


(O) 


Wir woDen Üiese umstandliclie Gleichung’ fi'ir eino Reihe von eiii- 
facheren und ititeressauteren Spezialfallen diskuticren. 

Ist zunàclust jede einzelne Schiclit in sîcli boiuog'en, fcrner die 
Grundstrdmung' in allen drei Schichten gdeich grob, su da(5 wir sic 
g'ieich Null setzen kônnen, und .schlielolich die Dicke aller Scliichteti 
g-leich A, aiso «i = _ a" = - a"' = 6 tg a A , 

so lautet die Frequenzengleichungf 

î;*»a8[a»eiQn4-aQiQni-|-agn^+aQnQîii]-^ 

- u**a*5f [Oïi«+ 3 + 


Sind speziell aile drei Schichten sehr tief ini Verhâltnis zur Wellen- 
lang’e, so vereinfacht sich ( 10 ) weiter und lâlk sicb in zerlegter Foriu 
schreiben 





*9 


Q '- 

Q’ + Q" 






(i>) 
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Ein Verg-Ieich mit (g, 8) zeig't, daC also im Fall dreier homog'ener, 
übereinander gescliichteter verschieden dichter Flüssig-keiten mit 
freier Oberflàche neben den Wellen an den Grenzflàclien noch Ober- 
flâchenwellen mit der Stokes'schen Fortpflanzung'sg’eschwindig’keit 



môgflich sind. Die Zerlegfung- (ii) ist auch hier niir für den Fall 
unendlich groBer Tiefe aller Scliichten mog'lich. Dagegen ist bei 
beliebiger Tiefe der beiden unteren Schichten die Stokes’sche 
Wellengeschwindigkeit môglich, wenn nur die obéré Schicht im 
Verhàltnis zur Wellenlânge genügend tief ist. Das erkennt man 
am leichtesten durch Einsetzen in die aus (g) folgende Gleichung 

( ï 2 ) I Qii2 4_ Qui- g Qi Qu ai an^gQi Qu (ai- an)] - 

I - [-aiaii QiQii + ai Q^Qn^ + Qn^- (^nQniaii] = o. 

Ein gleiches Résultat batte ja, wie bereits erwàhnt, Solberg ig28 
für zwei Schichten festgestellt, und aulierdem steht diese Zerlegungs- 
môglichkeit natürlich im eng-en Zusammenhang* mit dem P>gebnis 
Poissons i8i6 über den Gültigkeitsbereich der Stokes’schen 
Formel. 

Wir wollen noch den Fall betrachten, dabgarkeine sprunghaften 
Ànderungeii der Dichte stattfinden, aber in der mittleren Schicht 
die Dichte mit der liohe exponentiell abnimmt. Dann lautet die 
aus (g) folgende Gleichung zur Bestimmung von v* 

Ist III unendlich tief, die Tiefe der zweiten Schicht gleich so ergibt 
sich aus (13) 

(14) (ÿ-av*»)[A'n>-’‘~+aa*(y-a'W«)+a>ot-«(~+a«JVi'j| — o. 

Das zweite Produkt der linken Seite dieser Gleichung führt auf 
Gleichung (9,1 1) zurück, wenn in dieser ebenfalls a^^^— — 1 gesetzt 
wird. Es gilt deshalb ailes dort Gesagte auch hier: Die Anderung 
der Wellengeschwindigkeit bei nicht sprunghaftem Dichteübergang 
von einer Schicht zur anderen ist bedeutungslos, sofern die Wellen- 
làngen nicht sehr klein gegen die Schichtdickeia werden. Neben 
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diesen Wellen im Iniiern der Flüssig'keit treteii, wie aus der 
ersten Klamnier von (14) hervorgeht, iioch Obertlàchenwellen vom 
Stokes’schen Typus auf, ebenso wie vorher iin Falle dreier 
homog'ener Schichten. 


Abschnitt III. 

Wellenbewegung einer inkompressiblen FiOssigkeit, 
deren Grundstrdmung sich linear mit der Hôhe ândert. 

§ 11. Aufstellung der Bewegungsgleichnngren. 

Wir wollen in diesein Abschnitt annehnien, daI 5 die betrachtete 
inkompressible Flüssigkeit in jeder Schicht eine konstante Dichte 
liabe, dab aber die GrundstrÔmung* eino lineare Funktion der Hôlie ist. 

U=U,-{-hz, (i) 

wobei don Betrag* der Grundstroniungf in der Hôhe 2^ — 0 be- 
zeichnet. Die Grôfie/> ist in der Atinosphiire in den unteren Schichten 
natürlich positiv wegen der Windzunahine mit der Hôhe. Da wir 
uns hier auf die Verhâltnisse in einer Vertikalebene beschrariken, 
kônnen wir den KinfluC der Winddrehung nicht mit untersuchen. 
Aufierdem ware es natürlich richtiger gewesen, das von Hessel- 
berg* und Sverdrup 1915 ermittelte Gesetz fur die vertikale Wind- 
abnahme auch hier anzuwenden (vgl. Figur 3), doch waren die dazu 
notwendigen Rechnungen viel komplizierter g'eworden. Im übrigen 
wird man aber auch aus dem Folgenden schon einen Überblick über 
die Einwirkung der vertikaien Windànderung auf die Wellen- 
geschwindigkeit bekommen. 


m/sec 



Fig. 3. Vertikale Verleilung der Windgeschwindigkeit 
(ausgezogen: uach Hesselberg - Sverdrup, gestrichelt: hier angenommen). 
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Auch in dieseni Abschnitt soll die Erdrotation unberücksichtig-t 
bleiben. Die Gleichung-eii (3,1—3) verwandeln sich in 


(2) 


(3) 


Du 

Di 


4 - + 


1 dp 
Q dx 


O 


Dw 1 dp 

1)1 


du dw 

d Z 


(3,3) wird identisch erfüllt. Weg*en der Forni von (3), der Konti- 
nuitatsg'leichung*, fiihren wir wieder die Strornfunktion ein durch 


U 


dyf 

JJ ’ 


w = 


dx ' 


Set zen wir wie in 

(4) 


(4.4) 

( y, 

i Jt) = 


so ergibt sicli als Dil'bîrentialgleichung* von iF(^) 

(3) 


das ist dieselbe Gleichung, die inan aiicli erhalten batte, wenn keine 
Windanderung vorhanden ist. 

Durch die gleiche Betrachtung wie Seite 21 ergibt sich aus (5) 
zuiuichst für die Rotationsgevschwindigkcit 


27 ] ■■ 


d{ui- U) 


dîo 

dx 


. h — A '</» == h. 


Die Rotation ist also konstant und abgesehen von den Flâchen- 
wirbein an Grenzflâcheii, nur auf die Windanderung mit der Hôhe 
zurückzuführen. 

Ist W bestinimt, so wird die Amplitude des wStorung'sdruckes 
gefunden aus . R-alI \ 

( 6 ) D = -Q(bw+P-^^r) 

Aus (5) ergibt sich W in der Form 


(7) 




Die Konstanten und bzw. ihr Verhàltnis wird wie friiher 
durch die speziellen Grenzbedingungen bestimmt. 

Fs sei noch bemerkt, dalS die hier behandelten Problème, 
Flüssig'keit mit exponentiell abnehmender Dichte und Flüssigkeit 
mit linearer Windabnahme die einzigen sind, die auf gewôbnliche 
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Differentialg‘leichung*en mit konstanten KoefHzienten führen. Schoii 
im Falle der Konibination der beiden Fàlle, also gleichzeitig' lineare 
Windabnahme uiid exponentiell abiiehmeiide Dichte, haben die 
Differentialgleichungen Koeffizienten, die Funktionen der Hohe sind. 


§ 13. Zwei Schichten zwlschen starren Orenzon und eine Schicht 
mit freier Oberflilche. 

Wir betrachten zunâchst wieder ein System von zwei Schichten 
mit starren Wariden. Die ung-estôrte g'enieinsame Grenzflache habe 
die Gleichung- ^ o, die Gleichung* der starren Grenzflache der 
unteren Schicht I heibe z =■ — /d, die der oberen Schicht II z /dh 
Wie in § 6 erg-ibt sich, da die Vertikalkomponenten der 
Storung'sg-eschwindig'keit an den starren Grenzen vcrschwinden 
müssen, 

mI = - a ü:* 6of « (« ^ - h') 

«>' = i « jSTi Sin a (« + A‘) é 

= _ Qi A'> [// ©in « (z 4- /»‘) 4- (P- «t/'i Soi « (^4 ■ *')1 

y," = K"®maiz-h") 

«Il = - «A'" Sui rt (z-h“) 

w" = ia A" ©in a {z-h‘>) f*'' 

pn^- ©in «(/-*") + (/; - . 


Da in der Nàlie der Grenzflache für den bevorzugten Druck gilt 




lautet die Gleichung- der Grenzflache nach { 2 , 8) 

2 + O ( 2 ) 

mit 

Q‘A'[6'©ina/i'4-(^-«C^„')M«A'l 

- i(Q^Q'f) 

y (3) 

[-J" ©in« A" + (p- nUl') Soi a A" I 

9{Q^-Q'') 

als Amplitude der schwingenden Flâche. 


5 
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Mit der Grenzbedingung^ 

(3,7) = ° 

ergeben sich die beiden Gleichungen 


(4) 




K'^^iwah^ = - Z. 


Setzt man aus (4) K' und ÜT" in (3) ein, so erhalt inan als 
Frequenzeng'leioluing' 

/J3(Q' (Stfl ah'+ Q" Ktg u A") + /i[-2a( //J (/ &g ah} + Ul' Q" Stfl a A") + 
(5) { +(A'Qi-A«ei)] + «3((/f (2r6tgnA'+ Stft« A")- 

- a{h^ Q' Ul-h^^ = O . 


Indem wir in dieser Gleicliung o sctzen, erhalten wir den Fall 

einer Schicht mit freier Oberflâche. Die Frequenzengleichung liefert 
danii fiir /? die Formel (Indizes kônnen fortbleiben) 

(6) fi — all^ — ^ %i^ah + îg^a/i -f- ag “îg ah. 

Dièse Formel g'ilt zunâchst für beliebige Scliichttiefen. Im Fallo einer 
selir tiofen Schicht (diese Bedingung ist, wie wir schon frühorScite \ 
wsahen, bis auf ca. i ®/o Fehler erfüllt, wenn }i> 0,4 L) reduziert sich (6) auf 

(7) /ï = nf/„- l + l/jri-nÿ, 

oder wenn wir die Wellengeschwindigkeit loerechnen wollen 



Der Wert von h ist sehr klein, 

im-u. 

Z 


Nach Hesselberg und Sverdrup 1915 herrscht in o Meter Hôhe 
über dem Anemometer durchschnittlich ein Wind von der Stârke 
6,6 m/sec, in 378 m Hôhe 12,5 in/sec. Daraus berechnet sich 
h = 0,0167 sec~*. Nach Hellmann 1915 herrscht ani Erdboden ein 
Wind von der Stârke 1,35 m/sec, in 25 ni Hôhe über dem, Boden 
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5,33 m/sec*). Daraus ergibt sich fe = 0,159 sec“\ Doch ist dieser 
extrem holie Wert natürlich nur in Bodennàhe gültig. Tabelle Vil 
ist mit ilim berechiiet worden. 


Tabelle Vil. 

Wellengeschwindigkeit bei Anderung des Windes mit der 
Hohe f ür — O, I 59 sec''\ 


L 

r 271 


IL 

47 T 

5 ni 

2,80 m/sec 

2,80 m/sec 

0,063 m/sec 

10 „ 


3,96 M 

0,126 

25 M 

6,26 „ 

6,26 

0,3 1 9 „ 

50 n 

8,85 „ 

8,88 „ 

0,632 

75 » 

00 

6 

10,87 

0,948 

100 „ 

12,52 

12,58 „ 

1,264 M 

150 „ 

15,32 „ 

« 5,45 M 

1,896 

200 „ 

17.70 „ 

17,88 

00 


Sie gilt für eine unendlicli tiefe Schicht mit freier Oberflâche, 
d. h. in praxi, wenn h ^ 0,4 L. Spalte 2 enthalt die Wellen- 
geschwindigkeit bei Nichtberücksichtigung der Windânderung mit 
der Hôhe, Spalte 3, wenn die Windânderung mit berücksichtigt wird. 
Sie unterscheidet sich also selbst bei dem auBerordentlich hoch 
angenommeneri Wert von h sehr wenig von der Geschwindigkeit 
bei Vernachiâssigung der Windânderung. Etwas betràchtiicher ist 
die Ànderung der „konvektiven“‘‘*) Geschwindigkeit, wic Spalte 4 
erkennen lâUt. Das Wellensystem wird mit einer Art „mittleren 
konvektiven“ Geschwindigkeit g^inzen Schicht fort- 

bewegt. Bei Wellenbewegungen an der Oberflâche einer Schicht hat 
die vertikale Windânderung al.so nur auf den konvektiven, nicht auf 
den dynamischen Anteil derGeschwindigkeit einen merklichen Einflufl. 

Im E'alle einer sehr flachen Schicht (d. h. bis auf 1 ®/o Fehler, 
wenn h û 0,05 L) ergibt sich aus (6) 

U* = Z7„— ^ + + + — (8) 

’) Auch hier stellt die Annahme linearer Wiiidzunahme mit der lidhe wio bei 
den Werten von Hesselberç und Sverdrup natürliclx nur eine grohe Annâherung 
dar. In Wirklichkeit ist die Kurve komplizierter, wie aus Hellmauns Arbeit 
zu entnehmen ist. 

*) Vgl. V. Bjerknes 1923. 

S* 
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In (8) ist die konvektive Geschwindigfkeit die mittlere Geschwindigf- 
keit der Scbicht, da ^{U^^-{-UQ-~hh) ^ Uq — Dal^ hier gfenau 
die mittlere Gcschwindig-keit gleichzeitig- die Rolle der konvektiven 
übernimmt, erklârt sicli daraus, dal 5 die ganze flache Schicht von 
der Wellenbeweg-ung* erbilit wird. Das dynaniische Glied wird 
wieder nur uni einen zu vernachlassjgeiiden Faktor modifiziert. 

Wir gehen zu dem Fall zweier Scliichten zwischen starren 
Grenzflaclien über. (5) là(k sich ohne weiteres nach /î auflôsen. 

P — " - yf gtfl a/ir+ yJi Stfl ail" I (Stfl ah'T «Âi' 

ftg «;»'• 

/ — 

+ h" 6tg « A>) + ag(Q'- Q") {Q> 6tg ah' f C/' ÜlQah"). 

Nelimen wir zunachst an, dab die Wellenlango klein im Verhaltnis 
zur Schichttiefe sei, so erg'ibt sich ans (q) 

UiQ' + Ui'Q''_, h'Q'-h"Q" 

^ " ~2 Q'+q" 

+ (h'Q' - + „g{(^2_ 

Die Abweichung-en voinFalle konstantcn Grundstroms sind also nicht 
groR, da ja und /;•' kleine GrblSen sind. 

Sind beide Scliichten selir tief ini Verhaltnis zur Wellenlange, ist 
an der wSchichtgrenze kein Windsprung vorhanden — Uq 

und tindet eine Àiiderung der Stromungsgeschwindigkeit nur in der 
oberen Schicht statt, so wird aus (10) 

(.oa) fi = + 

Hat nian es mit im Verhaltnis zur Wellenlange sehr seichten 
Schichten zu tun, so wird aus (9) 
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I , I 

a ~ . J , — h « “T — —i tX 


ifif' (!,', + jljw-vi ’) + 


Auf eine nahere Diskussion der Fonneln (lo) und (ii) wollen vvir 
hier nicht eingehen. 

Dageg-eii «oll iiocli der Kinfluh der vt^rtikaUni Windanderuiig- 
auf die Luftwogen untersucht werden, Setzen wir in (5) /i o, 
ferner die Scliichtdicke sehr groli iin Verhâltnis zur Wellenlang’e, 
so erg-ibt sioh^ 

_j_ 12^11 ^ y 1 Triia/»ll ’ 




welche Pormel zcig't, da(S die Abweichung'en voin 1 1 e 1 in li o 1 1 zscIumi 
hall, die durch Zunaliine der Wintlslroinung* hereingebraclit werilen, 
nur gering' siiid. Uni beide Falle bequein nuinerisch verg’leichen 
zu kdniien, setzen wir 

\IP\-^ |^/ii| _ ij. /,ii^ 


Daim wird 


rpi 

y Q^Q}^ 


Ist T^~ 268®, T” = 273”, also = 108,2, so wird fur ver- 

schiedcne Werte von lU, das ist der Geschwindigkeitssprung-, und 
h 3-10 ^ sec ^ das ist ein an sich sclion viel zu hoher Wert, die 
Wellenlànge wie in Gabelle VI 11 angfeg-eben. 

Tabelle VlII. 

L à n g’ e s t a t i o n à r e r We 1 1 e n in S c li i c h te n mit k o n s t a n t e r n d 
V e r a n (i e r 1 i c 11 e r G r u n d s t r 0 ni u n g'. 


2 in /sec 

4 m/sec 

6 ni / sec 

8 m / sec 

1 0 in / sec 

69,3 in 

278 m 

624 m 

1 105 ni 

1730 m 

09 » 

2 là „ 

617 „ 

1090 „ 

1700 „ 


Infolge der Windzuiiahme mit der Hohe wird also die Wellenlànge 
etwas kleiner, aber die Àndcrung* ist ganz g'ering; und praktisch 
bedeutungslos. Sie erreicht in der Tabelle nur iVa'^/o. 
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§13. Drei Schichten zwischen starren Grenzen und zwei Schichten 
mit freîer Oberfldche. 

Auch diese beiden Fàlle woîlen wir der Kürze halber wieder 
gemeinsam beharideln. Die untere feste Grenze der untersten 
Schicht liege wie in § 9 in der Hôhe z ~ o, die Dicke dieser Schicht 
sei also liegt die Schichtgrenze zwischen der ersten und zweiten 
Schicht in 0=^= die Dicke der zweiten Schicht betrag'e — 
also ist ihre obéré Grenze im ungestôrten Zustand ^ schlieb- 

lich die Dicke der dritten Schicht also ist ihre obéré feste 

Grenze 2 == Die Schichtgrenzen selbst seien wie in § g durch 
die arabischen Ziffern o, i, 2, 3 gekennzeichnet, wo also o und 3 
die untere und obéré starre Grenzfîâche bezeichnen. 

Um aus dem Fall dreier Schichten mit starrer obérer Grenze 
den zweier Schichten mit freier Oberliàche zu erhalten, brauchen 
wir wie in § 12 nur = o zu setzen. 

Zur Vereinfachung wolleu wir annehmen, daI 5 nur in der inittleren, 
der Übergaiigsschicht 11 , die Strômung ihre Geschwindigkeit mit der 
Hôhe andert, also -f- 6 (2^— 4 ^), da dieser Fall natürlich yon 

besonderern Interesse ist für die Untersuchung der Wellen an 
Grenzschichten statt Grenzflâchen. 

Wir beachten, daU in .Schicht I die Vertikalkoniponente der 
Stôrungsgeschwindigkeit für 2 = 0, in III für 2 == verschwinden 
muü. Das gibt wie in (12, i) 

= iaiCi ©in 

p^ = -Q‘KHIi-am)^o\az- e‘ 

V" = e ■'“) • 

i»" = ia{Klh"‘ + jST'* e "*) • 

,/n = ^T"' ©in a (z-h'") ■ 

«l» = - aXm ®of a (z-hi») ■ 

= ia^“< ©in a 

|,in = _ Qui^ni (^ _ a f/iii) gof „ (g _ ^iii) . g< (« - ? ». 
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Die Gleichiing* der Grenzflâche i lautet 
oder 

= O (2) 

mit 

‘ 

wo wieder ihre frühere Bedeutung (Seite 43) habeii, und die 

bei unteii angefügten Indizes bedeiiten, an welcher Stolle deîr 
Schicht die Werte von aiso von zu nehinon sind. Bei î?* kann 
eine derartige Bezeichnung natürlich wegen der Konstanz von 
unterbleiben. 

Für die zweite Grenzflâche gilt aiialog 

2' — /i*‘ — O (4) 

mit ^ ^ 

,, + "'‘"1 1 

' gW-Q'") “ \ 

9 {Q"-Q"‘) ■ ■ 

Mit den Grenzbedingungen (2,7) ergeben sicli aus (-i)~(5) folgende 
Relationen zwisclien den Konstanten K und den Amplituden Z 
K^^xwah^ ^ 

K^e +Aj 5 e = A 

is:i“@in a = «'"i,. 

Setzt man (6) in (3) und (5) ein, so ergeben sich zwei Gleichungen 
zur Bestimmung des Amplitudenverhaltnisses . Elirniniert man 
aus dieseri beiden Gleichung'eii so erliàlt man eine von allen 
willkürlichen Konstanten freie Relation zwisclien ^ und «, die 
Frequenzengleichung. Wir benutzen neben den schon oben er- 
wâhnten wieder die Abkürzungen 

<h^9{Q'-Q"y. <i, = 9(Q"-Q"'y 

a* = Stfla/i'; a" = gt 9 a(/(«-fe«); tt'“ = 6tfl tt(A" -A'"). 

Dann lautet die Gleichung 

+ 8, a a" u'i' -+ 8. Q'" « a’" «V + 

+a« Q™n b a"« y? y'""- Q' y” «'‘y'* «y* o' a« + an* - 

- Q"' a* «>* y‘"“ o' a™ + ' Q'" a" a" a"' y“* y““. 
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Uni zunàchst den Fall zweier Schichten mit freier Oberflâche zu 
behandeln, setzen wir = Danii vereinfacht sich die Gleichung* 
(bleibt aber immer noch eine alg’ebraische Gleichung- 4. Grades 
in /?) in 


Es lieg't nahe, im Anschluü an § 8 zu verni uten, dalS eine Zerlegung- 
dieser Gleichung in zwei Faktoren môg-!ich ist, deren einer die 
Oberflachenwellen der oberen Schiclit allein, deren andcrer die 
Grenzflàchenwellen liefert. Diese Zerlegung ist, wie ebenfalls zu 
erwarten, nur moglich fur — — 1, d. h. wenn die obéré Schicht 
schr tief ist. Dann lautet (8) zerlegt: 

(8a) = O- 

Die zweite Klammer für sich allein gleich Null gosetzt, führt auf 
(12, 7a), die Wellengeschwindigkeit der Oberflachenwellen, die erste 
Klammer auf (12,5), natiirlich mit entsprechend abgeanderten Be> 
zeiclinungen. 

Nehmen wir noch speziell an, dab auch die untere Schicht sehr 
tief ist und dab an der gemeinsamen Grenzflâche kein Geschwindig- 
keitssprurig stattfindet, also — v* == ?;, , so ergibt sich ans (8a), 
bzw. auch aus (12,5) oder (12,9) 


(9) 


_ i h ,./i , 9 


Genau wie bei der Diskussion jener Formel sieht man, dab auch hier 
dieAnderung der Grundstrômung’sgeschwindigkeit mit der Hohe nur 
für das konvektive Glied eine gewisse Bedeutung hat, nicht aber 
für das dynamische, auf das ihr Kinflub venschwindend klein ist. 

Im Faite dreier Schichten zwischen starren Grenzen wird durch 
die Hrgebnisse von § g die Vermutung nahegelegt, dab auch hier, 
wenigstens bei unendlicher Tiefe des S^^stems, zwei mogliche Wellen- 
systeme vorhanden sind, die zu beiden gemeinsamen Grenzflachen 
gehôren. 

Bei der Untersuchung dieser Frag-e wollen wir der Einfachheit 
halber annehmen, dab kein eigentlicher Windsprung vorhanden sei, 
sondern die mittlere Schicht II ein Gebiet stetig'er Anderung der 
Grundstrômung darstelle. Es zeig-t sich, dab eine Zerlegùng der 
Frequenzengleichung in zwei F'aktoren moglich ist, wenn a^iz= — i 
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ist, also wenn die mittlere Schiclit sehr tief ist, und zwar lalJt sicli (7) 
schreiben, da und yj* — == sein sollte, 

= o. (10) 

Man bestàtigt ain sclinellsten durch Aiismultiplizieren, da(J diese 
Gleichung* mit den ang'eg'ebenen Vereinfachungen mit (7) identisch 
ist. Übrig’ens gilt die Zerlegmngf auch t’ür Sprüng'e der Geschwindig'keit 
der Grundstrômung' an den Grenzflachen, wie hier nicht naher aus- 
gefiihrt werden soll. Wegen der Geschwindig'keit der Grenzflâchen- 
wellen kann auf die Plrgfebnisse von § 12 verwiesen werden, wonach 
di(î durch die Windandorung* verursachten Modifikatiunen nur fur 
das kiuematische Glied eine g'ewisse Bedeutung* haben. 

DeiiP'all flacher mittlerer Schicht II wollen wir nur für stationare 
Wellen untersuchen. Wir nehmen dabei die obersU; und unterste 
Schicht sehr tief an, die zweite Schiclit liabe die g'ering'e Tiefe also 

ai=i; a'i = «'H = - i ; 

al 


fi haben wir wie früher ghiich Nul! zu setzen. In der unterstmi 
Schicht I herrsclie die konstante (irundstrômiing* f/p in dt*r miltleren H 
andere sic sich linear bis wobei -f konstanbî 

Gruiidstrômung' der Ifl. Schicht. Die Geschwindig'keitsanderung' der 
Grundstromung' sei also wieder stotig*. Wenn man beachtet, dab 

erhàlt man aus (7) 



Wir wollen diese P'ormel hier nur für zwei spezielle Fàlle diskutiercn. 
Sei J/j — O, so wird 




Sei = O, so wird 


Vergleich dieser beiden Forineln mit (7, 2) zeigt, dab die Wellen- 
lânge wenigstens in die.sen beiden Extremfâllen die gleiche bleibt, 
ganz gleich, ob ein Windsprung' vorluinden ist (7,2) oder ob sicli 
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der Wind stetig- in einer diinnen Übergfangfsschicht ândert. Es 
liegft deshalb nahe, anzunehmen, daB auch iin Fall, daB in Schicht I 
und III g'ieichzeitig' die Windgfeschwindigkeiten nicht verschwinden, 
die Wellenlânge durch das Bestehen einer kleinen stetigen Schicht 
linearer*) Windanderung* nicht wesentlich verândert wird. 


§ 14. Drei Schichten mit freier Oberflüclie. 


Das Flüssigkeitssysteiii, das wir jetzt behandeln wollon, soll 
sich von dein vorhergehenden nur dadiirch unterscheiden, daB die 
obéré Grcnze der obersten Schicht niclit mehr starr, sondern frei 
beweglich ist. Die Stôriing-.sgrôBen für die untere und inittlere 
Schiclit sind dann von der gleichen Fonn wie (13.1). Die Aus- 
drücke für die StôningsgTÔBen der obersten Schicht sind, wie leicht 
einzusehen ist, die gleichen wie für die Schicht lll in (10,3), wenn 
dort noch — o und aiso a gesetzt wird. Demi eine Wind- 

anderung soll ja im vorliegenden Falle nur in der inittleren Schicht II 
stattfinden. 

Die StôrungsgrôBen lauten aIso 


roi= 

y," = {Kl' 6"“ + Kl' e”“") 

u"=- a (Kl' e'“- Kl' « 

w" = ia {Kl' e"" + Kl'e"^) 

p" = _ Kl' e“+ (h~av") Kl' e~'“] 


Für die III. Schicht setzen wir zweckmàBig jetzt — statt 
ipui = ^TII [a tEof a {z- /iHï) 4 - g Sin a {z- /iiîi)] e* 

^ ^ ^ um = -^aKni [at;in2 _ fpm) 4- ^ gof « é ^ 

w;in = ia JTni [« î;ni2 (Joj a (z- h^i) 4- ^ @in a {2; -hm)] e* 

jpiii = - yiiiaî;iiii:iii[aî;ni2ein a (^r-^nt) + g ^o\a{z-hiii)] é 


') In Wirkiichkoit wird uatürlich die Anderung der Windgeschwindigkeit in eiüer 
solchen Ubergangsschicht einera komplizierteren Ge.setz gciiorclien und die Schicht- 
dicke selbst mit der Zeit zunehnien. Davon soll in einem anderen Zusammenhang 
die Rede sein. 
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Durch dieselben Betrachtungen wie im vorhergehenden Paragraphen 
erhâlt iiian aïs Amplituden der beiden inneren Grenzflachen 

" 9{Q'-Q") 

Q"[{b + av"}Kl'e"'^'"+(b-av[')Kl'e’‘'^"] | 

9 {Q^'-Q'") ■) 


Wie ein Vergleich mit (14, 2) und (13, 3) zeig-t, stimmen beide 
Ausdriicke für die Amplitude der unteren inneren Grenzflaclie mit- 
einander überein, was ja auch selbstverstândlich ist. 

Die Relationen zwivschen den K und den wie sie sich aus 
den Grenzbedingungen (2, 7) ergeben, lauten 

AT," 4' 

Wir wollen der Einfacliheit halber wieder bald annehmen, daft keine 
Windsprünge auftreten, so daU also 

und damit 

wird. Dann erhâlt man mit den gfleichen Abkürzung-en wie Seite 7 i 
durch den im § 13 beschriebenen Rechenvorgang' als Frequenz- 
gleichung 


O = 9Mi + 99ibQ^^Vi-gq^ a(a'Q'-a''Q“)t)H 

+ ÿ îi « 6“ («" + <*”') — b ^9 v^—abQi ai*'v§ + 

4- 6 aÿ Q'* (a‘ Q* — a“ Q") «5 U, + 6 aÿ Qn* (a'i + ai") •'a + 

+ «’îi (Q“' + 0“aiiaiii)i.‘ + a’<?Qii(e”- aiai'C -a*a'iigi + 
+ aiia‘iigii)t);v|-6‘agii*amî;,uî+fta»g"aiii(Qia*-Q%")D'ft>?+ 

+ 6a'‘gii»(Qiianaiii+gii')D,uH-a"(a'iigiH_aigigiii+ 

+ augngin -a'aiia™gigii) t>î«î. 


( 5 ) 



76 


Bcrnbard Ifaurwitz. 


Eiiie ausführliclie Diskussion dieser Gleichungf 6. Grades in ist hier 
nicht beabsichtig't. Ohne Schwierigkeit sieht nian aber, dafi ini 
Falle sehr grober Tiefe der 111. (obersten) Schicht, d. b. — — i, 
die Gleichung eine Zerleg'ung g-estattet in 

O = (g — a vj) [(/, r/^ -j- b b v,^— ^^2 + 

+ ab{Q^^ - g» ^)v, Vi ( gi gi • «i a' 1 - gn2 __ 

-gig‘'‘^ï' + g^‘g™a”)]. 

Jn eineni System von drei Schichten mit freier OberÜaclic und sehr 
tiefer Deckschicht sind also, wie ans der ersten Klammer er- 
sichtlicli, die St okes’sclieii Wellen auf tiefem VVasser moglich und 
ferner die gleichen Wellen wie in drei Schicliten zwischen starren 
obersten und unterstcm GrenzHàchen, was ans der Übereinstimmung 
zwisclien der zweiten Klammer und der entspreclienden Fre(][uenz- 
gleichung (13,7) hervorgeht. Dabei niub in (13,7) noch dem Fehlen 
(1er Windsprüng'c und der unendlichen Ausdehnung* der obersten 
Schicht Rechnuiig getragen werden, um .sie mit (5a) zu vergleicheii. 
Übrigens batte sich die durch (5a) au.sgedrückte Zerlegungsmoglich- 
keit auclî beim Vorhandensein von Windsprüngen und Wind- 
anderung in den beiden anderen Schichten ergeben, wie hier nicht 
naher ausgeführt werden soll. Die in § 13 gemachten Bemer- 
kungen über die Wellen an den inneren Grenzflàchen, insbesondere 
die weitcre Zerlegungsmôglichkeit bei unendlich tiefer mittlerer 
Schicht lassen sich also auch auf den Fall einer freien Oberfiâche 
übertragen. 

Bei unendlicher Ausdelinung der beiden obersten Schichten 
haben wir also zunachst Wellen an der 1. Grenzflâche, die sich so 
verhalten, als ob die oberste Schicht 111 crstarrt wàre, dann Wellen 
an der 2. Grenzflâche, die sich so verhalten, als ob die unterste 
Schicht I uiid die freie Oberflàche crstarrt wâren, und schliefllich 
drittens Oberflâchenwellen, die sich so verhalten, als ob die beiden 
untersten Schichten erstarrt wâren. Die Modifikationen der Wellen- 
geschwiiidigkoit infolge der linearen Anderung der Strdmungs- 
geschwindigkeit in der mittleren Schicht erreichen einen merk- 
lichen Betrag wieder hochstens fiir die konvektiven Glieder. In 
die Überflàchenwellengeschwindigkeit gehen sie natürlich überhaupt 
nicht ein. 

Aile drei Wellensysteme kônnen sich superponieren, wobei auch 
verschiedene Wellenlângen auftreten kônnen. 
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Abschnitt IV. 


Wellenbewegungen eines îsotherm geschichteten 
Gases. 


§ 16. Allgemeine Bemerkungen über deii Fall eines isotherni 
geschichteten Oases. 


Neben den in dcn Abschnitten II und III behandelten Fallen 
wird (2, 5) noch zii einer Differeiitialgleicluing- mit konstanteii Koel- 
fizieiitcn, wenn die betrachteto Flüssigkeit, oder bfisser das (las, 
zwar nacli einem beüebigen barotropen (lesetz kompressibel isl, 
aber die Dichte expoiientiell mit der Hohe eibnimmt oder, vvas für 
ein (idéales) Gas auf dasselbe hinauslauft, wenn die Temperatur niclit 
mit der Hohe veranderlich ist. Schlieblicli miib aiicli noch die 
Geschwindig'keit der Grundstromung- konstant sein. 

In einer Atmosphàre mit der überall g leichen Temperatur T g'ilt 
im ung'estorten Zustand (R = Gaskonstaiite) 



Daraus ergibt sicli für /’, das sich, wic hier noclimals erwahnt sei, 
auf die g'cometrische Verteilung* der ZustandsgTÔben bezieht, 

J. _ ±Q __ » 

“ dP ~ RT' 


(0 


H ist also das reziproke Quadrat der Newtonschen Schallgeschwin- 
dig'keit. 

Für ein bestimmtes Teilchen sollen die Zustandsanderungen 
naoh einer bestimmten Polytropen crfolgen, so dab 

pq ^ ^PQ'‘ (2) 


mit 



Cp und Cq, sind die spczifischen Wârmen bei konstanlem Druck und 
konstantem Volumen. c ist die Warmekapazitat lang's der be- 
treffenden Polytrope. Bei den Aufgaben der Météorologie wird 
man im allgemeinen k — ■ == 1,40, also c o setzen, d. h. adia- 

batische Zustandsanderungen annehmen. 

(2) kônnen wir schreiben 

1 1 

q == P kpk Q. 

Uni y zu bestimmen, haben wir die.se Gleichung nach j 5 zu differen- 
tiieren. Da die Abweichungen vom Grundzustand uur klein sein 
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und P charakterisierten Stelle wahlen, also setzen 

^ ^ ‘ P * q)^== JT"" hBT "" t ■ 

Es ist also neben /’ auch y ini Falle isothermer ZustanSsânderung- 
von der Hôhe g unabhângig*. y ist, wie aus (3) ersichtlich, das reziproke 
Quadrat der Laplaceschen Schallgeschwindigkeit. 

Die Gleichung des Grundzustandes (2, i) lautet 

Dabei ist die Abweichung der fiktiven» durch die Coriolisbeschleu- 
nigung verminderten Schwerebeschleuniguiig g* von g, wie schon 
früher angegeben, sehr gering. Wir kônnen also g* — g setzen. 
Die Differentialgleichung der Vertikalainpiitude lautet jetzt 

( 5 ) j_ y (/,_„C7)»+ , [( -J -:)<,« + . C = O. 

Als allgemeines Intégral ergibt sicb 
gV 

(6) C = e T- " (K, -f K, 

wobei in Analogie zu früherein 

(,) Æ |(£_ 

ist. Dabei kann N àhnlich wie § 4 aucb komplex sein. Die Am- 
plituden der iibrigen StôrungsgTÔlSen ergeben sich nach Bestimmung* 
von C aus (3, 6—8) 

(8) ^ ^ iy £gjL£ : :«£ )- ”.g,. o+i — « — C' 

a^—y{P — aU)z a^—y{(i—aUY 


n J* y9(fi <^U) . fi O.U 

(9) D-x QC+ X QC 

{E_ ay(^-aü)2Qy+g(r-y)a^-9 yr( ^-aUf , 

Q (p-^unay-yf^-aim ^ + 

a*- yiP-aU)*' 

Aus (8) folg-t für das Verhâltnis der horizontalen zur vertikalen 
Amplitude der Storung'sg'eschwindigfkeit 
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Im Falle I j — —, das ist bei Laplacescher Schallg-eschwindig-- 
keit, ist also die Vertikalamplitude C unendlich klein im Verliâltnis 
zu A. Die Schallwellen sind eben long^itudinal. Je mehr sich die 
Welleng*eschwindigkeit der Laplaceschen Schallgeschwindigkeit 
nâhert, um so mehr überwiegt die Komponente in Richtung der 
Wellenausbreitung die dazu senkrechte C. 


§ 16. Eine Schicht. 

Wir nehmen zuerst die beiden Grenzen, sie môgen die Lage 
^ = O und Z ^ h haben, als starr an. Dann folgt aus don Grenz- 
bedingungen für N^> a 

O, 

also, wenn dieses lineare homogène Gleichungssystem nicht nur die 
triviale Nullôsung für und haben soll, 


^-Nh^^Nh^ d. h. N^=o. 

Aber da dann C— e a K.^z), erhàlt man aus (15,6 — 10) auch 

in diesem Fall für die GrôISen der Storungsamplituden den Wert o. 
Es sind also keine Wellenbeweg’ung'en von der gesuchten trans- 
versalen Form zwischen starren Grenzen inôglich, sofern nicht N 
imaginàr ist. 

Für imaginâres iV = iN', wo N' reell ist, wird aus 

da auch jfiTj und als koinplex angesehen werden kônnen, 

C — K[ cos W Z -f- Ki sin W z, 

wo in bekannter Weise bloU der Realteil von G genommen ist und 
K[ und K!i neue reelle Konstanten bedeuten. Aus den Grenz- 
bedingungen ergibt sich 

(7,^0= O = Ki 

Cz:=h= O = KismN'h. 


Da Kh nicht verschwinden soll, muB N'h = nn sein, um die Be- 
dingung an der oberen starren Grenzflàche zu érfüllen. Daraus folgt 


iV^' = 


nn 

“X’ 


tz = I, 2 . . . 


als Frequenzgleichung für diesen Fall. Links steht eine Relation 
zwischen Wellengeschwindigkeit und Wellenlânge, so daU also zu 
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jeder Wellenlàngfe bei geg'ebenen âuBeren Bedingungen eine unend- 
liclie Schar diskreter Wellengeschwindigkeiten g'ehÔrt (Eigenwerte). 
Wegen seines geringen meteorologischen Interesses wollen wir 
dicsen Full aber nicht nàher diskutieren. Es sei nur noch folgendes 
bemerkt; im inkonipressiblen inhoniogenen Fall muft bei Vernach- 
lâssigiing der Erdrotation ini vorliegenden Falle wegen ^*<o 






sein, lin koinpressiblen Fall, lautet die Ungleicluing bei Vernach- 
lassigung der Erdrotation 






-f- —yv*'^) 


Solange inan yv"^^ wesentlich kleiner als eins ansehen kann, ist 
also der Hochstwert vom t;* ini koinpressiblen Fall aus dein iin 

inkonipressiblen Fall durch Multiplikation mit == o>534 

entnehmen. Mit dieser Annahme und T =273® ist die folgende 
kleiiie Tabelle berechnet. 

Tabelle IX. 

Hôchstwerte der Welleng'esch windigkeit in einer Schicht 
zwischen starren Grenzen. 


L in Metern 

50 

lüO 

250 


1000 1 

2500 

inkompressibel .... 

0,28 

0,56 

140 

2,80 

5,56 

1 3,95 ni /sec 

kornpressibel 

0,15 

0,30 

0,75 

1,50 

2,97 

7,45 m/sec 


L in Metern 

5000 

7500 

10000 

25000 1 

50000 

100000 

inkompressibel .... 

28,0 

41,6 

55,5 

135 

251 

395 m/sec 

kornpressibel 

15,0 

22,2 

29,7 i 

72,2 

134 

211 ni/sec 


Da yv*^ im Nenner gegen eins vernachlàssigt ist, ist die Abschàtzung 
in der unteren Reihe bei grôKeren Wellenlàngen zu ùngünstig. 

Der Vollstàndigkeit halber sei darauf hingewiesen, dafi derartige 
Wellen auch in einer nicht geschichteten inkonipressiblen Fliissig- 
keit mit starren Grenzen niôglich sind, wenn die Wirkung der Erd- 
rotation, freilich in vollstandigerer Weise als hier, mit in Betracht 
gezogen wird. H. Solberg 1928 hat diesen von ihm als Trâgheits- 
wellen bezeiclineten Typus entdeckt, und V. Bjerknes und H. Sol- 
berg 1929 erblicken darin eine Erklarungsmôglichkeit für das 
Auftreten der Turbulenz. 
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Aufier diesen Wellen sind natürlich in einer Flüssigkeitsschicht 
zwischen starren Grenzen noch die long-itudinalen môglich. Gehen 
wir mit der Annabme C — o, A 4= o in die Differentialgleichung*en 
(3,4a) ein, und erinnern wir uns, daiJ U konstant sei sollte, so erg'ibt 
sich das einfachere System 

-J +!<,= O (,) 

~ {{[i — aU) E la QA — o 
iaQA — iy {fi — aü) D — o. 

Da sich hieraus fur A die beiden Ausdrücko 


A =- 

erg’eben, folg't 


_ 

{(i--n(r)Q 

^-all 


a 


und A 


a Q 


D 



(^) 


Dcis vsind die Schallwellen, die sich mit Laplacescher Schallg'e- 
schwindig'keit fortpflanzen. Wir wollen uns aber niiher mit deii 
akustischen Problemen nicht befassen. Immerhin mag' dieser kurze 
Hiiiweis zeig'en, dab die Storungstheorie der atmosphàrischen Be- 
weg'uiigen auch zur Behaiidlung akustischer Problème geeignet ist. 

Wir gehen nunmehr zu dem ineteorologisch viel interevssanteren 
Fall einer Schiclit mit freier Oberflâclie über, obwohl natürlich 
die Atmosphare keine scharfe obéré Grenze haben kann. Die 
Gleichung dieser freien Oberflâche sei im ungestôrten Zustand z = 
so dalJ also h die mittlere Tiefe der ganzen Atmosphare ist. Fur 
dieses System haben wir in (3, 15) die Frequenzgleichung schon 
allgemein aufgéstellt, und wir brauchen jetzt nur noch die parti- 
kulâren Intégrale. 






und 


e 




der Differentialgleichung (15,5) einzusetzen. Das gibt, wenn zur 
Abkürzung* — == v* gesetzt wird, 

g-2ay V*- + JV Sot iVft) w* « = o, (3) 

Da 1;* auch in dem Ausdruck für N vorkommt, liegt also wieder 
eine transzendente Gleichung in v* vor. Auch hier gilt, was in 
§ 4 über das Iinaginàrwerden von N gesagt wurde. 

V.i, 


6 
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Wir betrachten zunàchst den Fall, daC die Wellenlàng-en sehr 
grolS gegen die Schichttiefen sind. Dann ergibt sich ohne Berück- 
sichtigung der Erdrotation 



Das ist, wie ein Verg'leich mit (5, 10) zeigt, die gleiche Formel wie 
im inkoinpressiblen B'all. Bei langen Wellen auf seichtem Wasser 
(vgl. dazu weiter unten) spielt also die Kompressibilitât eine gering'e, 
im Grenzfalle gar keine Rolie. Diese Tatsache steht auch im Ein- 
klang mitgewissen allg'emeinen Schlüssen aus dem Helmholtzschen 
Prinzip der geometrisch àhnlichen Bewegungen (Helmholtz 1889). 


Tabelle X. 

Geschwindigkeit langer Wellen an der Oberf}àche einer 
isotherinen Atm osphàre ^). 



230® 

240® 

250® 

260® 

500 m 

68,8 rn/sec 

68,8 m/sec 

68,9 m/sec 

69,0 ni /sec 

1000 „ 

96,0 

96,0 „ 

96,2 „ 

96,2 

2000 „ 

131.0 

13 1.5 .. 

132,0 „ 

132,0 „ 

3000 „ 

155.9 .. 

156,2 „ 

156,8 „ 

157.3 „ 

4000 „ 

174.7 .. 

175.0 „ 

175,8 „ 

176,4 

5000 „ 

190,0 

190,8 „ 

192,0 

192,5 ,. 


T 

270® 

280® 

290® 

Keine 

Dichteabnahme 

500 m 

69,0 m/sec 

69,0 ni /sec 

69,0 m/sec 

70,2 m/sec 

1000 „ 

96,4 

96,5 .. 

96,6 „ 

99.4 

2000 „ 

132,0 

133.0 •„ 

133.0 „ 

140,2 „ 

3000 „ 

157.7 

158,2 

158,6 

171,9 „ 

4000 „ 

177.2 „ 

178,0 

178,5 „ 

198,2 

5000 „ 

193,8 

194,3 

195,4 „ 

222,0 „ 


Tabelle X gibt für verschiedene Temperaturen und fur ver- 
schiedene Hôhen der wirklichen Fliissigkeitsschicht die Wellen- 
gescliwindigkeiten in m/sec an. Man sieht, wie ja auch schon aus 
den entsprechenden Betrachtungen von § 5 bekannt ist, daB die 
Modifikationen der Wellengeschwindigkeit nur gering sind. 

*) Die Annahme' einer isothermen AtmosphKre mit endlicber H6he ist 
selbstverstandlich nur eine zu Vergleichszwecken dienende Fiktion. 
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Im AnschluB an diese Rechnung-en ist noch eine Bemerkung* 
nôtig* ûber dieGenauig'keit der zu Formel(4) führenden Approximation. 
Im Falle hoinog*ener Flüssig-keit setzt nian ja bei der Anuahme 
langer Wellen ( 5 tga^== was für beliebig grofSe h immer nur 

einen beliebig kleinen Fehler ausmacht, wenn a genügend klein, 
d. h. dieWelIenlânge genügend groli wird. Im vorliegenden Fall liegen 
die Dinge aber komplizierter, weil an die Stelle von a der Ausdruck 




tritt, wobei von der Erdrotation als unwesentlich abgesehen wird. 
Wenn hierin a beliebig klein wird, bleibt der erste Summand unter 
der Wurzel konstant, etwa von der GrôlSenordnung 10 ^ der zweite 
Summand wird sehr klein, der dritte und vierte Summand wirken 
in einem für unsere Zwecke günstigen Sinne, weil sie den Betrag 
von W herabdrücken. Immerhin müssen wir auch bei sehr langen 
Welleii ungünstigenfalls mit io“* als Groftenordnung für N rechnen. 
Setzt man h — 5000 m, so sieht man durch eine Überschlags- 
rechnung, daR dabei unter Umstànden schon Fehler bis io®/o auf- 
treten kônnen, wenn eben nicht die beiden Subtrahenden den Wert 
von N verkleinern. Es mag hier g*enügen, auf die Notwendigkeit 
derartiger Fehlerabschàtzungen hinzuweisen. Bei praktischen Auf- 
gaben wird man zweckmâfiig Naherungsverfahren anwenden oder 
die Fehler nach Verfahren abschâtzen, die den speziellen Bedingungen 
ang-epalit sind. 

Um die Wirkung der Erdrotation auf die Geschwindigkeit langer 
Oberflachenwellen zu untersuchen, setzen wir in ( 3 ) und wieder 

StgW/î = Dann erhalt man 



Wir wâhlen Mgn^) h — 10®. Ferner ist Mgn^= 10^ und als Hôchst- 
wert Mgn = io~*. Damit wird 



*) Mgn = Maguitudo, bedeutet die GrôBenordnung der betreffenden Grôlie, 
also hier, cia& h von der GrÔIienordnung 1000 m sein soll. 


6 * 
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Unter der zweiten Wurzel ist also das Glied von der GrôBen- 
ordnung- gfeg-en das Glied von der GroBenordoungf io®zu ver- 

nachlâssigen. Auch das Glied ^gTlï niindestens looomal 

^ 2 

kleiner als das erste Glied. Also kônnen die Wirkungen der Erd- 
rotation^) geg'enüber den anderen Faktoren vernachlàssigt werden. 
Jedoch sei darauf aiifnierksain geinacht, daft nach (5) die Wirkung 
der Krdrotation darin besteht, daB sicli die Wellenstôrung in beiden 
Richtungeii mit etwas verschiedener Geschwindigkeit fortpflanzt. 

Haben wir es mit Schichten zu tun, deren Tiefe sehr grofJ ist 
im VerhâltnivS zur Lang*e der betrachteten Wellen, so kônnen wir 
in (3) = J setzen. Lcissen wir den g*eringen EinliuB der Erd- 

rotation unberücksichtigt, so ergibt sich als Erequenzgloichung 

(6) — v*‘- v*‘+ = O. 

Da sich diese Gleichung schreiben lâUt 

(6 a) jj j 

SO ergibt sich das Résultat, dali in einer sehr tiefen Schicht mit 
freier Oberflache neben Schall wellen noch die Stokes’schen 
Wellen auf sehr tiefem Wasser auftreten kônnen. Da sich aus der 
3. Klammer imaginare Werte für v* erg*eben, also koinplexe fur fi, 
stellen diese Typen einen instabilen Fall dar. Demi der Perioden- 
faktor hat dann einen unperiodischen Anteil, der bewirkt, 

dalo die StôrungsgrôBen mit der Zeit über aile Grenzen wachsen*). 
Über die Güte der Approximation Vim^ÏQNh— i sei hier nur 
bemerkt, daI 3 sie mit zuiiehmender Tiefe der Schicht natürlich immer 
besser wird. Nehmen wir wie Seite 83 an, dab N von der GrôBen- 
ordnung io~* ist, was, wie wir saheh, auch bei sehr langen Wellen 
zutreffen kann, so mub 2,450 sein, damit unsere Approximation 
I bis auf i richtig* ist. Daraus folgt mit obigem Wert 
für N A^24,5 km. Im übrig-eii wird man sich über dire praktische 
Brauchbarkeit wie im Falle lang'er Wellen auf seichtem Wasser 
immer von Fall zu Fall orientieren. 


q Es mag au dieser Stelle nochmals betont werden, dafi wir durch unseren 
Ansatz (Bewegung in einer Vertikalebene) nur die eine horizontale Koinponente der 
Krdrotation berücksichtigen. 

*) DieFrag e, wann die Wellen instabil werden, ist hier uicht niitbehandelt worden. 
Vorstehende Bemerkung zeigt, auf welche Weise die Stabilitatsuntersuchung vor 
sich gehen kann, wie ja auch aus der Hydrodynamik bekanut ist. 
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Wir wollen nun noch kurz die Bewegung'en der Wasserteilchen 
ini Falle von Wellenbeweg*uiig-en einer Schicht mit freier Ober- 
flâche diskutieren. Da an der starren Grenzflâche ^ — o die Ver- 
tikalkoniponente der Storung'sgeschwindig'keit verschwinden mub, 
folg't fiir die Konstanten 

K,=-K, = ^, 

und wemi wir die.se neue Konstanto K in die Au.sdrücke (i5,t) 
und 8 10) einsetzen, ergibt sich fiir die StorungsgToben, weiin wir 

.statt der Fxponentialfunktion die Realteile benutzen, 

-al7p{H(T + 




w = Ke ^ Nz cos (ax—fit) 
or 
KQe^^ 

P = 


+ aiV^ofiV^rlsin {ax — fit) 


4 - ifi-aU) N^û\ Nz^j sin (ax-fit) 


g = - 


KQe 


or 




--âuf il"’' ^ 

X @in N Z -\-Ny((i-aU) (Sof sin {ax-fit). 


( 7 ) 


N kann unter Umstànden imagfinâr werden. Wir setzen N~iN\ 
wo also N' reell .sein soll. Da nun 

— i sin A'' und iN%o]iN' z — iN' cos N' z 

ist, vertauschen in diesem Falle in (7) sïn {ax ~ fit) und cos{ax~- fit) 
ihre Platze. Es war bei AuCerachtlassung- der Erdrotation nach 


(15.7) 




Setzt nian liierin fiir den Fall von Oberflâchenwellen auf tiefeni 
W asser 

(15,6a) 


so wird 


i p-o uy A, 

\ a I a ’ 


In diesem Falle ist also A reell. 
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Der Betrag des Verhâitnisses der Horizontal- zur Vertikal- 
amplitude ist nach (15, 11), wenn wir wiedèr die Wirkung der Erd- 

C' 

rotation vernachlàssigen, und fiir -jr seinen aus (7) folgenden Wert 


einsetzen 


Da ©tgiV^ mit wachsendem $ abnimmt, sind die Bewegungen der 
Teilchen in grôûeren Hôhen iminer wenig'er flach als am Erdboden, 
was ja aucli anschaulich sofort einleuchtet. 

Wenn wir lang’e Wellen in flachen Schichten untersuchen, so 
erhalten wir mit (4) aus (8) 


(9) 


A _ ^ 

G “ 'ZTZ' 


1+^ 

2 

^+gh(^-r) 



Aus (9) geht hervor, daû in ein und derselben Hôhe bei lângferen 
Wellen die horizontale Geschwindig-keitsamplitude in stârkerem 
Malie die vertikale überwieg't, als bei kürzeren Wellen. Haben wir 
beispielsweise eiiie Luftschicht mit der konstanten Temperatur 
T=26 o®. Die Hdlie der Schicht sei 3 km. (Vg-l. dazu Seite 82, 
Fulinote.) Dann erg*eben sich für die Wellenlâng’e 50 km die in 
Tabelle XI aiigeg*ebeneu Werte des Amplitudenverhâltnisses 
in verschiedenen Hôhen z. Die zweite Zeile gibt das Verhàltnis 
bei Beriicksichtigung- der Kompressibilitât, die dritte Zeile ohne 
dies, die vierte Zeile für eine homogène Flüssigkeit. 


Tabelle XI. 

Verhàltnis der Horizontal- zur Vertikalamplitude bei langen 
Wellen. 


Z 

200 

400 

600 

800 

1000 

1500 

2000 

2500 

3000 m 

kompressibel 

51,9 

25,8 

17,0 

12,7 

10,1 

6,6 

4,9 

3,9 

3,2 

inhomog'en . . 

40,3 

20,4 

13.8 

10,5 

8,5 

5,8 

4,5 

3,7 

3,2 

homogen .... 

39.8 

19.9 

13,3 

9,9 

8,0 

5,3 

4,0 

3,2 

2,6 


Im inhomogenen, inkompressiblen Falle überwiegt die horizontale 
Amplitude die vertikale mehr als im homogenen Fall. Darin macht 
sich der EinflulS der stabileren Schichtung geltend. Trotzdem aber 
im kompressiblen Fall die Schichtung weniger stabil ist als im in- 
kompressiblen inhomogenen, nimmt an Grôfie zu. Dies ist darauf 
zurückzuführen, daÛ die Kompressibilitât der Flüssigkeit den Wellen, 
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vor allem einen mehr longfitudinalen schallwellenâhnlichen Charakter 
verleiht ist umgek«hrt proportional 

Bei Wellen im tiefen Wasser haben wir, wenn wir von den 
Schallwellen mit absehen, in (8) i;**= einzusetzen. 

Dann ergfibt sich 

<■”> 

wobei T,. .2 71 r 

N ^±^-9- 

ist. Fiir groReWerte von z ergibt sich, ebenso wie im homogenen, in- 
kompressiblen Fall | -^ | = i. Amplitude der Horizontal- und Vertikal- 
geschwindigkeit sind dann gleich groC. Nehmen wir aile Zahlen- 
werte wie im vorigen Beispiel, nur L— 100 m, so ergibt sich ‘ für 

= 0,99 @tûO,o622 2r — 4,68 • IO~*. 

O 

Daû diese Formel für grol 3 e z nicht gleich 1 wird, ist eine Folge 

I A I 

der Abrundungsfehler. Im übrigen ist schon für 2* = 200 m 
praktisch gleich i. Je grôBer die Wellenlânge ist, desto weniger 
rasch nâhert sich natürlich mit wachsender Hôhe das Amplituden- 
verhaltnis der Einheit. Es sei hier nochmals betont, daI 5 diese letzten 
Überlegung'en auch für lange Wellen gelten, wenn die Schichttiefe 
nur genügend groB ist. 

Die Differentialgleichung der Stromlinien lautet 

dx U I 

dz w a}--y{§—aUy^ 

X {««y (7 -y) + ^Oyyip-aU) + aiVgtfl 

also integriert 

[sin (aic— ^ = const (u) 

Bei Schallgeschwindigkeit, v**= y, vereinfacht sich der von x 
abhàngige Faktor zu der Konstante i. Die Stromlinien werden 
dann, wie zu erwarten war, horizontale, parallèle Geraden. Das gilt 
natürlich für jede beliebige Form der Vertikalamplitude G. 

Im allgemeinen Fall ist wegen @tno==o der Boden eine Strom- 
linie. und zwar die einzige gradlinige horizontale, wenn nicht N 
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imaginàr ist. Das ganze Stroniliniensystem wird mit der Ge- 
schwindigkeit ™ fortgetragen. 

Die Bahnen der einzelnen Fliissigkeitsteilchen kann man in 
bekannter Weise aus den Geschwindigkeitskoniponenten berecliiien. 


§17. Zwei unendlicb tiefo Schichten zwischen starreii Orenzen. 

Wir betrachten nunmehr ein System von zwei Schichten, die 
wir von vornherein, um die Rechnung zu vereinfachen, unendlich 
tief annehmen wollen. Die g*enieinsanie Grenzflâche beider Schichten 
habe im ungestôrten Zustand die Gleichung ^==o, die untere Schicht 
sei durch I, die obéré durch 11 bezeichnet. Es war 


C{z) = K,e 




Damit die Vertikalamplituden, und damit die übrigen Stôrungs- 
grôben, in der Schicht 1 nicht fur unendlich gTobe négative ^ un- 
endlich groB werden, inub K\ — o sein, also 


(i) = ’ ■ 

Entsprechend mul5 für die Schicht II gelten 

(la) C^\z) = K^^e> ^ ^ . 

Daraus ergibt sich für die Amplituden der Stôrungsdrucke 

j)\ I X 

(.) ~~ 

x^2C}ya-y'g(fl-aU')]+(p \ iV'jj AT*/ 

2)11 — { X 

X |[2 Ga - (/î - a î; »)] + (/?- a f/») - iV>‘ j| ~ " . 


Da = ^ und = Pj*e ergibt sich für die un- 

gestorten Drucke in genügend kleiner Umgebung von z — o 

F^ = Pl (i-gnz) 

P^==If (i-gr^z). 


(3) 

und 
(3 a) 
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Die Gleichung" der g'estôrten Grenzflâche lautet dann iiach (2,8) 

O (4) 

mit 



fflQl-Qf) “ 

Mittels der Grenzflachenbeding'uiig* (2, 7) ergeben sich die 
Relationen 

K^==-i{^-aTP)Z \ 


(6) in (5) eiugesetzt g-ibt als Frequenzgleichung- 

- ([^ + (/;-« t/“) - A^»)) 


(7) 


woriii war 


=m+a>-yil)-aU)\4Ülr-ag^2Py 

4 


2j-r 

fi-aU' 


■fa‘ 


Qi-âür 


Wir wolleri diese redit koinplizierte Gleichungf nicht in dieser 
Form behandeln, sondern von der Erdrotation und dein Windspning 
an der Schiditgrenze absehen. Dann kônnen wir U = o setzen. 
Auch an dem so vereinfacliten Problem lâCt sich ailes wesentliclie 
erkennen. Die Gleichung (7) reduziert vsich dann auf die einfachere 






a*— 



a*~ 



( 8 ) 


Man kann zunâchst durch Probieren die naheliegenden Verni utungen 
bestàtigen, dalS 


^'=ag, 





a 


2 


q Da die gleiche Frequenzengleichung auch iin Fall unendlicli tiefer Schichten 
mit freier Oberflache gilt, wie in § 19 gezeigt werden wird, gelten die folgeiiden 
Betrachtungen dieses und des nâchsten Paragraphen auch für diesen der Erd- 
atmosphare besser darstellenden Fall. 
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Lôsung'en sind. Gerade diese Wellen, die uns schon wiederholt 
begegnet sind (Stokes’sche und Schallwellen), interessieren uns 
aber hier nicht. Um direkt nach p zu ordnen, ist ein groCer Auf- 
wand an Rechenarbeit notwendig, da ^ auch unter den Wurzel- 
ausdrücken und vorkomnit. Wir wollen deshalb (8) im 
AnschluB an Lamb 1912 etwas anders behandeln und verfahren, 
dabei âhnlich wie in § 6. Wir setzen 

und ^ 

2 2 
wo also X die Lôsungen von 

(g) x^-grX-a'+yli^ + g>^^a^=o 

sind [(9) ist die zur Differentialgleichung für CÇz) gehôrige charak- 
teristische Gleichung]. Die Frequenzengleichung lautet wegen 

<3J = ;^= = und (2J' = A = p„ru=P„y«i 


(8a) 








Für und A^^ ergibt sich daraus 


( 




a* 


und 



Setzt man diese beiden Werte in (9) ein, so erhàlt man zwei 
Gleichungen für jli, die formai gleich sind bis auf die Indizes I und II. 
Bedeutet 




2a«j;I — 


und 




a^—y^P* 


und zwei entsprechende Ausdrücke für und so ist 


(10) 

Demnach wird 


L'-Lii 


und 

00 
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Da 




C(7*n*-/3‘)(y>-yn) 




erg'ibt sich aus (n) die Frequenzg'leichung 
(g^a^-n [a\y^ + | 

— 2g^y^y^^a'^[2a*--a^p^h{y^-{-y^^)-j-fi^ky^y^^] = o. | 

Hierin sind die Faktoren, welcbe die Stokes'schen Oberflâchen- 
wellen und die Schallwellen liefern, bereits fortgelassen. Fiihren 
wir in (12) die fiir die beiden Schichten charakteristischen Schall- 
g*eschwindigkeiten ein 


(12) 


yl 


ciia = 


so verwandelt sich (12) in 

+ \ (,,.a 

+ 2ÿ>a»[2a*ci*c«»-aV'*(c'’“+c''*) + /î^i] = O. ) " 

Wir setzen hierin zur Abkürzung wie Lainb 1912 


wodurch 


cia ^ ^na = 2 p*, 


ciia— cl* = 2 r* 


ciac»* — 


wird. Weiter setzen wir 
8'^ 

X = 


Damit ist also 


(op 


und 


pY^ 9V ^ 

Gleichung (12 a) lautet mit diesen Abkürzungen 

a;*(a;— 2)*4-(ü* j(2 A;— i)a;*— 4(A;— i)aj— 4-^j 
Hierin ist übrigens 


p^a 


L=2n~v^’ 

9 


(13) 


(14) 


ci*-cn« _ 

^ ci*-}-cna * 

Für sehr kleine x und œ, d. h. für sehr kleine Wellenlângen wird 
(13) einfach 


4 03* 


r 4 

v 
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g 


AIso ergibt sich 

(>5) q! — „ 3-njpp • 

Diese Formel hat bereits Stokes für den Fall inkompressibler 
Fliissig'keitsschichten mit konstanter Diclite erhalten [statt derXem- 
peratur ist dann natürlich die Dichte in Formel ( 1 5) einzusetzen], DalS 
im Falle sehr kleiner Dimensionen der Stôrung'en die Stokes’sche 
Formel (15) eine g'ute Approximation an den inkompressiblen Fall 
darstellt, war von vornherein zu erwarten. Wenn wir im folgfenden 
die sich aus der Stokes’schen Formel erg'ebenden Werte für (i usw. 
mit denen für den kompressiblen Fall vergfleichen wollen, werden 
wir die ersteren durcli einen Ouerstrich kennzeichnen. 

Nach der Definitionsg-leichung^ für x und m war 

P = a^'p'^x — ax - . 


Also erg'ibt sich für das Verhâltnis der Orbitalfrequenzen im kom- 
pressiblen und inkompressiblen homog'enen Fall 



Das Verhâltnis für die Welleng'eschwindig*keiten ist natürlich das- 
selbe wie in (16). 

Für fl hatten wir die Formel gfefunden 

V-Lfi'- 


Dafür lâlksich unterBenutzung-derFrequenzeng-leichung*(i i)schreiben 

_ 2ga^ 

Also erg'ibt sich für 

A* __ ag _ co 


(17) 




ag — Ci®) — 

T 7* 7^— a^î® + cîï^ — 


2 —x — X 
_ Pi 


und A^^ sind die Koeffizienten von z in der Exponentialfunktion, 
die sich im inkompressiblen Fall auf a reduzieren. Die durch (17) 
angfegebenen Verhâltnisse lassen also erkennen, uni wieviel mehr 
oder wenigfer stiirk die Stôrungf mit Entfernung* von der Grenzflâche 
in dem einen Falle abkling't als im anderen. 

Aus (14) folgt 


(18) 


X* (2 — xY 


4 ~ -f 4 (^— i) x—{2 Je— i) x^ 
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Da sich die Diskussion von (i 2) sehr schwierig* gfestalten würde 
es handelt sich um eine Gleichung- 4. Grades in —, wollen wir 
wie Lamb, nur viel ausführlicher, statt dessen inittels (18) ein 
Zahlenbeispiel durchrechnen, indeni wir die Werte von o) aus will- 
kürlich angfenomnienen Werten von x berechnen und nachtrag-lich 
die dazugehorigen Zahlenwerte von a, fi usw. ermitteln, welche 
GrôBen uns eig'cntlich interessieren. 


Wir setzen 


r- 

P 


1 

100 


2^11 _ 




I^ei einer niittleren Temperatur von 273*' niülite dann an der (îrenz- 
llacho ein Teniperatiirsprungf von ca. 5,4'* herrschen. Dann ist 
P ™ A: /il- 2 73 — 332 ni, h ~ = 1,4, und zur nunierisehen Be- 

rechnung' von erg-ibt sich aus (18) 

, 

0,0004 + i,hx— 1 ,8 

Tabelle XII. 

Wellcn an der Grenzflâche zweier isotlierm g-eschicliteter 
U n e n d 1 i c h t i e f e r L u l' t s c h i c h t e n , d e r e n Z u s t a n d s ü n d o r u n g* e n 
adiabatisclî verlaufen. 

7’ii_2^i , 

“ 7^0" 


I 

2 


3 

4 

5 

b 

7 


8 

X 

(ü 


II 

■ 55 .!! 


AI 

(t 

AH 

a 

L 


T 


r* 

10-8 

10- 

-4 


1,000 

I ,OOCJ 

1 ,o< >0 

7.0 ni 

2 1 ,2 SCC 

0,33 ni 

/se.; 

5.10-® 

4 , 940 * 

10-4 


1.005 

0,988 

0,988 

34,8 

n 

46,8 

» 

0,74 


lO-S 

0,98 1 * 

10-3 


1,010 

0,981 

0,980 

69,2 

V 

65,9 

V 

1,05 

» 

3.10-6 

2,840* 

10-3 


1,030 

0,947 

0,945 

200 

n 

I I 0,0 

77 

1,82 

w 

7 • 10 5 

6,200* 

10-3 


1,065 

0,890 

0,882 

436 

n 

156,8 

77 

2,78 

77 

IÔ-* 

0,845* 

10-2 


1,088 

0,850 

0,84 1 

597 

7) 

180 

77 

3,31 

77 

2* 10-4 

1,490* 

10-2 


1.158 

0,753 

0,737 

1048 

Tf 

222 

77 

4,72 

V 

4 - 10-4 

2,480* 

lü 2 


1.270 

0,633 

0,608 

1745 

„ 

262 

77 

6,66 

77 

6* 10-4 

3 > 25 o- 

10-2 


1.360 

0,558 

0,526 

2288 

7 ) 

282 

77 

8,12 

n 

8 * 10-4 

3.890- 

10-2 


1.433 

0,505 

0,462 ! 

2740 

77 

291 

77 

9,42 

77 

10-8 

0,448* 

10-1 


1.495 

0,470 

0,425 ! 

3160 

77 

301 

77 

10,50 

77 

2*10-8 

0,666 * 

10- 1 


1.735 ! 

0,367 

0,300 

4650 

77 

313 

77 

14,80 

77 

4* 10-8 

0,970* 

10-1 


2,030 

0,292 

0,194 

6810 

77 

324 

77 

21,00 

77 

6*10-8 

I y20O * 

lO-l 


2,240 

0,264 

0,142 

8450 

77 

328 

77 

25.70 

77 

8 * 10-3 

1 ,400 * 

10-» 


2,390 

0,245 

0,105 

9840 

77 

330 

77 

29,60 

77 

10 2 

1 . 570 - 

10- 1 


2,520 

0,237 

0,079 

1 1020 

77 

332 

77 

33.20 

V 
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Die Erg^ebnisse dieser numerischen 
Berechnung- sind in Tabelle XII und, 
sdweit sie die Wellengfeschwindigfkeit 
betreffen, in Fig'ur 4 eing-etiragen; 
in der Figfur sind zum Verg'leich 
noch die Weliengfeschwindigkeiten 
für den inkompressiblen, inhomo- 
gfenen und homogenen Fall ange- 
geben (vgl. Tabelle II, Seite 36). Die 
Unterschiede zwischen den Wellen- 
geschwindigkeiten sind in den drei 
verschiedeneri Fàllen für groBere 
Wellenlângen recht betrâclitlich und 
verstârken sich, jegrôBer dieWellen- 
lànge wird. Im Falle isothermer 
Schichtung und adiabatischer Ande- 
rungen liegen die Wellengeschwin- 
digkeiten in der Mitte zwischen den 
für die beiden anderen Annahmen 
gefundenen Werte. Das ist auch 
verstàndlich; denn der Fall inkom- 
pressibler Flüssigkeiten, deren Dichte 
Fiff. 4. Wellengeschwindigkeit an mit der Hôhe abnimnit, stellt eine 

einer GrenzflSche mit ca. 5,4” Tem- stabilere Scliichtung- dar, als der Fall 

peratursprung; (i) bei isothermer . , . 

Schichtung, Ohue Zustandsânde- • kompressibler, mhoinogener Flussig- 

rung, (2) bei isothermer Schichtung keit, und diese Schichtung ist wieder 

uDd adiabatischer ZustandsSnde- stabiler, als Übereinanderlagerung- 

rung, (3) bel konstanter Dichte . 

in jeder Schicht. zweier in sich homogener, inkompres- 

sibler Flüssigkeiten. Fin Vergleich 
von Spalte 4 und 5 der berechneteq Tabelle zeigt, daB die 
Storung insbesondere bei groBen Wellenlângen nach oben weniger 
schnell abnimmt als nach unten. Die Gegenüberstellung mit 
Spalte 3 von Tabelle II zeigt, daB diese Abnahme aber bei gleichen 
Wellenlângen im inkompressiblen, stabileren Fall langsamer 
vor sich geht als im kompressiblen, und in beiden Fâllen wieder 
langsamer als im Falle inkompressibler, homogener Flüssigkeits- 
schichten. Die Erklârung für dieses zunâchst scheinbar wider- 
spruchsvolle Résultat wurde schon auf Seite 35 gegeben: Zu einer 
bestimmten Storung (d.h. zu einer Storung mit bestimmten Energie- 
vorrat) gehôrt in dem Fall stabilerer Schichtung eine kleinere 
Wellenlânge. Geht man aber umgekehrt, wie wir es bei den vor- 
liegenden Rechnungen taten, von der Wellenlânge als dem 



WellenUnÿt 
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ursprünglich gegebenen aus, so mul 3 natürlich zu gleichen Wellen- 
làng'en in P'àllen stabilerer Schichtung die grôISere, d. b. weiter 
reichende Stôrung gehôren. 

Der Versuch, das vorstehend behandelte Problem durch Mit- 
berücksichtigung der Erdrotation und vor allem der Wind- 
diskontinuitât an der Grenzflàcbe zu erweitern, führt auf auber- 
ordentlich lange Fonneln, auf deren Wiedergabe hier verzichtet 
werden soll. 


§ 18. Weitere Bemerkungen zur Théorie der stationftreii Wellen 
(Luftwogen). 


Die Annahnie verschiedener Windgeschwindigkeiten in beiden 
Schichten ist notwendig, wenn inan die stationàren Wellen unter- 
suchen will. Wir gelien deshalb auf die Frequenzengleichuiig (17,7) 
zurück, in der wir nuninehr nur die Erdrotation vernachliissigen. 
Ferner ist in der Théorie der stationàren Wellen von vornherein 
P = O 7 M setzen. Wir führen, wie in der Rechnung des vorigen 


Paragraphen 


2 


und : 


2 


.JVrn 


ein, worin jetzt freilich 

/72 r* F— V 


ist; oder anders ausgedrückt, die beiden Werte für A sind Wurzeln 
der Gleichung 

die in entsprechender Weise wie (17, 9) aus der charakteristischen 
Gleichung von (15, 5) folgt Die Ftequenzengleichung wird soinit 




nïi -9 __ 

Î_yllt7l[2 


(^) 


Die weitere Rechnung verlàuft wieder wie iin vorigen Paragraphen. 
Es ist , g 

' U'*' 

In (i) eingesetzt ergeben sich als die beiden Gleicbungen für jll 
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Ulid 


U : 


: 


' 9 ^ „ T t Tt '2 ^0 


I— yTÎ/l2 








sowie entsprechende Ausdriicke für und g'esetzt sind. Wie 
früher nehmen wir an, dalJ — — Î 7 *‘ == U ist, d. h. dab die Wind- 
gescliwindigkeiten in beiden Schichten gleichen Betrag, aber ent- 
geg-eng'esetzte Richtung haben. Diese Annaliine erweist sich 
bekanntlich auch für die praktisclie Berechnung der Wellen haufig 
als zweckmâbig *), da man iin allg'emeinen zwar den Windsprung 
aus den Beobachtungen kennt, aber nicht den Anteil jeder Schicht 
an seineni Zustandckomnien. Führen wir die Rechnung weiter wie 
in § 17 durch, so erhalten wir folgende Relation für a 


(4) 


(ÿ*- a'* U') {(jr*- Î7‘)[e (i- y" (I- y' + 

+ (Ql(i- y" (• - y' U^} - ( «J/” 0 - y" - 

- QI (çj'- (^J) - t/^/’'ej'-r''(2j)]} = o. 


Wie aus der ersten Klainmer liervorg'eht, sind zunâchst Wellen 
môglich, wie sie an der Oberflâche einer uneridlich tiefen homogerien 
inkompressiblen Flüssigkeit vorkommen [vg*l. (5, 12)]. Diese inter- 
essieren uns hier nicht weiter. 

Es ist Pq der Druck an der Grenzflàche. Dann gilt 


(5) P„=QiÆr‘ = /”■" = 


BT'’»' 


Qr 

P, ’ 


ri." 


und damit ergibt sich aus (4) 


( 6 ) L = 


I U* 

^^2 ' Æ/e j-ï + r » 

^ / i-Tik . 2(k~ i) îT* -"TŸ ’ 

r (Ï’ÏT- rii)2 + 7^1 fil + [tu + Tij 


wofür man mit meist ausreichender Genauigkeit setzen kann 

Tl f yii 


(6a) 


z,= 


9 Ÿ {T"- 




*) In anderen Fiilleu wird gerade der Extremfall auftreten, dalS die eine, etwa 
die untere kalte Schicht ruht und die obéré wannere darüber hinwegstreicht. Dana 
müCte iTian in (3) IJl — o setzen und mit den so entstehenden Ausdrücken weiter- 
rechnen. Kmden 1897 bat eineti derartigen Fall von Wogenbildung an der Ober- 
flUche eines ruhenden Kaltluftsees anlablich einer Ballonfahrt beobachtet. 
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Setzt man in (4) 


O, so erhàlt nian die Wellenlâng’e für 


den inkompressiblen inhoniogeiien Fall aus 

y 1 _|_ j*ii 


•y 7T 






( 7 > 




Diese Formel stimmt abgesehen von einigen belang'losen Verein- 
fachungfen mit (7, 4) überein. 

Setzen wir in (4) y'^ — == Fii = o, so erhalton wir den 

Fall inkompressibler homog*ener Schichten. Das gibt die wohl- 
bekannte Formel Tira-Ti 

Um die Unterschiede zu überseheii, die sicli in den drei vcr- 
schicdenen Fallen erg'eben, ist die umstehende Tabelle XIII für 
verscliiedene Windsprunge (=2 7 /) und Dichtesprüng’e berechnet 
worden. Dabei ist g-esetzt 

A;=^^==i,4; M—zSy ^ = 9,81 m/sec®; 2 • 270". 

Cy ‘ sec^ grad ’ ' • 


Dann ergeben sicli aus (5a), (7) und (8) folgende numerische Formeln 
zur Berechnung der l'abelle (aile GrdISen in MTS- Kinheiten). 

L = 040,5 77 ^ (kompressibel, isotlierm), (6b) 

V' 3,69 3,43 (/(ï’)» 

L — 640,5 77 “ - (inkompressibel, isotherm), (7a) 

/.a,9r;’+3.43(-^50*^ 

f/® 

= 345)9 “j'jT (inkompressibel, homogen). (^‘0 


Wir selien aus Tabelle XIII und aus der danacli gezeichneten 
Figur 5 (für einen bestimmten Temperatursprung), daf.^ die Welien- 
iangen bei gleichen Temperatur- und Windsprüngen ani grolken 
sind in inkompressiblen Flüssigkeitsschichten mit konstanter Dichle, 
also in dem Fall, der von allen drei betracliteteri die kleinste Stabilitat 
hat. Im Falle eines isotherm g'eschichteten Gases, dessen Zustands- 
ânderungen adiabatisch verlaufen, sind die Wellenlangen wesentlich 
geringer, und in dem Falle inkompressibler Flüssigkeit und isothermer 
Schichtung* ist die Wellenlànge am kleinsten, was zu erwarten war, 
da unter diesen Annahmen die Schichtung am stabilsten ist. 

In § 7 wurde darauf hingewiesen, dali A. Wegeners Erkiàrung 
der zu groCen berechneten Wellenlangen der Helmholtzschen 
Luftwogen zweifelhaft erscheint, und daB der Unterschied zwischen 
Beobachtung und Théorie wohl cher in der Nichtberücksichtigung 
der Konipressibilitât der Luft gesucht werden muB. Berücksichtigt 
v,i. ■ 
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Tabelle XHI. 

Lange stationàrer Wellen an einer Grenzflache für ver- 
schiedene Wind- {2U) und Temperaturspriinge {AT), 

Mitteltemperatur = 270*'. 


I. Inkonipressibel. Isotherme Schichtung*. 


■■■ Il 

JT 

1 m/sec 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 ra/sec 

2.® 

124,2 m 

316 m 

506 m 

69 1 m 

874 m 

1054 ni 

1 232 m 

1412 m 

1596 m 

1776 ni 

4 " 

77 >« « 

248 „ 

44 ' „ 

63s « 

824 „ 

1014 „ 

1194 „ 

'380 ^ 

'S68„ 

■748 „ 

6° 

54,9 r 

■94 « 

373 n 

S65 » 

758 « 

^50 w 

1 J 40 „ 

1330 „ 

1520 „ 

'704 » 

8« 

42,0 „ 

156 « 

314 « 

496 « 

687 „ 

884 „ 

'074 „ 

1268 „ 

1460 „ 

'(>50 „ 

10 ** 

34,0 „ 

<29 « 

2^9 „ 

437 » 

620 „ 

812 „ 

1002 „ 

' '98 J, 

'392 „ 

'588 „ 


2. Adiabatische Àiulerungen, 

isotherme 

Schichtung. 


■ - U 

JT 

I m/sec 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 

10 m/sec 

2^ 

1 54 m 

479 ni 

842 m 

1 202 m 

1550 ni 

1905 ni 

2250 m 

"■■■ ■■ 

2590 tn 

2940 ni 

3280 m 

4 ° 

84 » 

306 „ 

6i4„ 

961 „ 

' 32 o„ 

1 680 „ 

2050 „ 

2400 „ 

2760 „ 

3120 „ 

6® 

57 « 

218 „ 

460 „ 

759 « 

1 090 „ 

' 440 „ 

1 8()< ) „ 

2 1 6ü „ 

2530 r 

2890 „ 

8*» 

43 » 

if ’7 « 

362 

'^15 » 

907 « 

« 2 ' 3 o„ 

' 57 o„ 

1920 „ 

2280 „ 

2640 „ 

10® 

34 » 

'35 » 

297 « 

5 ' 2 >, 

767 » 

1 060 ^ 

'370 J, 

1700 „ 

2050 „ 

2400 y, 


3. Inkompressibel. lu jcder Schicht konstante Schichtung. 


U 

JT 

1 rn/sec 

2 

■3 

4 

• 

5 

! 

1 

i 7 

1 

» 


10 m/sec 

2 " 

173111 

692 m 

1558111 

, 

2770 ni 

4325 m 

6230 

i 

m;848o m 

1 1080 m 

14010 ni 

17295 m 

4 « 

86 „ 

346 « 

778 „ 

'384 « 1 

2160 „ 

3"5 

7, 14240 „ i 

5540 „ 

7020 „ 

8650 „ 

6" 

58. 

231 » 

5 ' 8 „ 

924 » 

1440 „ 

2070 

„ I2820 „ , 

3684 „ 

4660 „ 

5765» 

8" 

43 J, 

j '73 7, 

390 » ! 

! 694 „ 1 

'083 „ 

' 560 

„ 2124 „ 

2770 „ 

35 io„ 

4325 „ 

10® 

35 „ 

ii 38 „ 

3 " ^ 

! 554 » 

865 „ 

'245 

» '696 „ 

22 I 4 „ 

2804 „ 

! 3459 , 


man nur die nach oben abnehmende Dichte, so erg’eben sich, wie 
im § 7 gezeigt, viel zu kleine Werte. Da die Werte für die Wellen- 
langen, die sich bei g-leichzeitiger Berücksichtig ung* der adiabatischen 
Zustandsânderungen ergeben, in der Mitte zwischen den beiden 
extrernen Fâllen liegen, soll geprüft werden, ob sich tatsàchlich bei 
Annahme isotliermer Schichtung und adiabatischer Zustandsânde- 
rungen eine bessere Annâherung an die Wirklichkeit ergibt. In der 
folgenden Tabelle sind nach A. Wegener 1906 für drei Fàlle die 
beobachteten Werte für Temperatur- und Windsprung, MitteL 
temperatur, sowie die Wellenlànge, wie sie beobachtet wurde, an- 
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g-egfeben, ferner die für den homog’enen tnkompressiblen, für den 
inhomogfenen inkompressiblen und für den inhomog-enen kompres- 
siblen Fall berechneten. 


Fig*. 5, Wéllenliiiigfe von buftwog'en 
bel oinem '^l'eniperatursprung' von 6” 
und verschiedeuen Windsprüng'oii. 

(1) in eiiier inkompressiblen unge- 
schichteten Atmosphare. 

(2) in einer kompressiblen geschich- 
teten Atmosphare. 

(3) in einer inkompressiblen gcsohich- 
telen Atmosphare. 



Tabelle XIV. 

Beobachtete und bereclinete Werte der Làng-e stationarer 
Wellen. 


Datum 

i 

JT 

2 Tm, 

i 

2 

L 

beob- 

achtet 

L " "i 

înkom- 

pressibel 

homogen 

L 

inkom- 

pressibel 

inhomogeo 

L 

kom- 

pressibel 

inhomogen 

6. Dezember 

1905 

2,2 ® 
( 4 . 0 ”) 

2.272® 

1 

5,2 ra/sec 

^ 1 600 m 
(192a m) 

43œ m 
(2360 m) 

908 m 
(864 m) 

1605 m 
( 1 400 m) 

12. Februar 
1906 



2 m/sec 

709 m 
(1037 m) 

1390 m 

347 m 

624 ra 

19. Februar 
1906 

3.7” ! 

2*273® 

j 1,51 m/sec 

‘75 m 

213m 

1 66 m 1 

195 m 


f 
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In dem ersten Beispiel ist der nicht eingfeklammerte Wert für 
(ien Temperatursprung* der Abstiegfswert; die nicht eingeklammerten 
Werte für die berechneten Wellenlàng'en sind mit diesem Wert 
berechnet. Der eingeklammerte beobachtete Wert für die Wellen- 
lângfe ist aus der Zeitdauer der làngsten Temperaturwelle allein von 
A. Wegener berechnet und daher unwahrscheinlicher als der Wert 
von 1600 m, der aus dem mittleren Wert berechnet wurde. Wie 
man sieht, gibt die einfache Helmholtz-Wegenersche Formel 
(6. Spalte) zu g'rolSe Werte, 2360 m bzw. richtiger 4300 m, denn da 
es sich bei der Wellenlànge um eine Beobachtung beim Drachen- 
abstieg handelt, ist die Wellenlànge von 4300 m (die sich aus 
AT — 2,2° ergibt) die Richtigere. Wenn man nur die Schichtung 
berücksichtigt, ist die Wellenlànge betrâchtlich zu klein, wenn auch 
nicht mehr um so viel, wie vorlîer zu groli. Berücksichtigt man 
schliefilich auch noch die Kompressibilitât der Luft, so erhàlt man 
schr gute Übereinstimmung zwischen Théorie und Beobachtung. 
Am 12. Februar 1906 gibt Weg'ener als beobachtete, d. h. aus 
der Daucr der registrierten Temperaturoszillationen und der 
herrschenden Windgeschwindigkeitberechneten Wellenlànge 1037 
Dabei ist als Windgeschwindigkeit 11,8 m/sec angesetzt, offenbar 
die „mittlere“ Windgeschwindigkeit der ganzen Schicht. Dagegen 
entnimmtman den Li ndenberger Berichten eine Windgeschwindig- 
keit von 8 m/sec in 1000 m Hdhe, d. i. in der Hohe der Sprung- 
schiclit. Dieser Wert ist zwar beim Aufstieg gemesvsen, aber da 
sich derBodenwert der Windgeschwindigkeit bis zum Abstieg nicht ge- 
àndert liât, darf man wohl dasselbe auch von dem Wert in looo m Hohe 
annelimen. Mit dieser Windgeschwindigkeit ergibt sich die Wellen- 
lànge zu 70g m. Da die Wogen ja der Sprungschicht ihre Ent- 
stehung verdanken, ist die Annahme einer Windgeschwindigkeit 
von 8 m/sec und daniit einer Wellenlànge von 709 m wohl plau- 
sibler, so dafS auch das zweite Beispiel und ebenso auch das dritte 
zugunsten unserer Ansicht spricht, dalJ der EinfluIS der Schichtung 
und Kompressibilitât mit zu berücksichtigen ist, und dalS man ohne 
diese Korrektionen wie Wegener zu gToIie Wellenlàngen erhàlt. 
Übrig'ens darf hierbei nicht vergessen werden, daB ja unsere An- 
nahmen, wenigstens soweit sie die Stabilitât der Schichtung betrafen, 
noch nicht mit der Natur übereinstimmten. In Wirkiichkeit herrscht 
in der Troposphâre, in der die Luftwogen beobachtet werden, doch 
Temperaturabnahme nach oben, wàhrend wir Isothermie annahmen, 
also vStàrkere Stabilitât der Schichtung voraussetzen, als tatsàchlich 
vorhanden ist. AuBerdem haben wirwie A. Wegener angenommen, 
daB obéré und untere Schicht dem absoluten Betraj^ nach gleiche 
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Windg’eschwindigkeiten aufweisen, was bekanntlich betràchtliche 
Abweichungen der Théorie von der Beobachtung bewirken kaiin. 
SchlieRlich gehôren zu anderen Wellenforinen andere Wellenlangen. 
Trotzdem wird, wie ich hoffe, aus den Beispielen und der ganzen 
Überleg'ung hervorgehen, dalJ die entwickelten Formeln u. a. hier 
ein brauchbares nieteorolog'isches Anwendungsgebiet finden. Daruni 
allein, nicht uin eine erschôpfende Behandlung der Théorie der 
Luftwogen, handelte es sich hier zunachst ’). 


§ 19. Zwei Schichten mit fester uiiterer Grenze uiid freier Obor- 

nuhe. 

Die teste uiitere (jrenze des Systems liege in 2: =» o. Die 
untere Schicht I habe die Dicke h\ so dali also die Gleichung der 
uiigestôrten gemeinsameii Grenzflàclie z ~ W ist. Die obéré 
Schicht II habe die Màchtig'keit h^; also wird die Gleichung 
der ungestorten freien Oberflàche 2 ~ 

Da die Grenzbedingung an der unteren starren GrenzHache 
lautet 


wird 


«4=0 = O* 




^ -- alPy 


(0 

(2) 


>< I ^2 - 4 j - « (7')] @in ^ T (/? - « iVi J 

Wir wollen wàhrend der folgendeii Rechnung zur Abkürzung' setzen 

fl {p-uU')N^=l< 

2Üya-\-g^~- == m\ 

und drei entsprechende GrôfSen fur die zweite Schicht, wobei also 
iiberall an Stelle der Indizes 1 die Indizes II treten. Für die zweite 
Schicht gilt zunachst, Solange die Oberflâchenbedingung nicht 
berücksichtigt wird, nach § 15 






, jzii 

e d-AjG 


( 3 ) 


') Eine Behandlung der Théorie der Luftwogen erscheint im Kiippen bande • 
von Gerlands Beitragen zur Geophysik. 
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(4) i)" = + 

Fùr den ung-estôrten Druck in einer gfeniig’end kleinen Umg’ebung* 
der freien Oberflâche g-ilt, wenn den ungestôrten Druck in 
4 = bezeiohnet, -gl^\,-h^)] . 

Die Gleichungf der schwingenden freien Oberflâche lautet 

== O, 

und aus der Grenzbedingung der freien Oberflâche (2, loa) folgt 

In dieser Gleichung deuten die unteren Indizes 2 wie gewôhnlich 
darauf hin, daü in den betreffenden Ausdrücken z — zu setzen 
ist. Man erhâlt daraus als Relation zwischen den Konstanten 
und Kl^ resp. durch Einführen einer neuen Konstanten 

(/ 3 -aD''‘)(m“-î>')-ÿ?" "" ” (P-aü") ^ ‘T ' 

Damit wird aus (3) und (4) 

( 

(3a) c;" = Æ:“e— X 

\\[(P-a U") m» -ÿfiij @tn N'\i- /»“) -Ql-a m) i" gof iV'iHï- A")} 

( i 

(4a) I == -.JJ 2 aC/ii) (/ 5 — af/ii) Zii*]x 

[ X @in Soj 

Uni die Frequenzengleichung aufzustellen, brauchen wir wieder 
die Grenzbedinguiigen an der gemeinsainen Grerizflàche beider 
Schichten. In genügend kleiner Umgebung dieser Grenzflàche 
(ungestôrt z ~ o) ist 

(Wir charakterisieren die auf diese Grenzflàche bezogenen GrôlSeii 
durch den Index i.) Die Gleichung der gestôrten Grenzflàche lautet 
pi_pH_pp;_pH= 0, 

worin die angegebenen GrôCen für P^— und fur bzw. 
einzusetzen sind. Anwendung der Grenzbedingung (2,9) gibt ein 
ziemlich umstândliches System von zwei linearen homogenen 
Gleichungen für und Da natürlich X^ und X^^ nicht gleich 
Null sein sollen, niuÛ die Déterminante des Systems gleich Null 
sein. Das liefert die Frequenzengleichung 
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{«î (»»* + ? et9 N^h?)-9 (01- <2?)) - 

{0«- a U^) (oth>- Jn‘)-ÿCn[mTt+ pigtg (A'-Aii)]| - 

-?(0î-0?) {(|S-a [»»''-?' etg m (fc‘- A»)]} + 

+ 01 0Î‘ ^ ~ {ml + V Stfl m W) X 

X j(/î-a ?7ii)(«n^-î”*)-ÿf"[»n'i + Zi'et9i\''n(Aï-A'')j} == o. 

Wir werden uns aber weiterhin nicht mit der Frequenzeng'leichung* 
in dieser allg-emeinen Form beschàftigen, sondern voraussetzen, dafi 
der Wind an der Grenzflâche keinen Sprung- erleidet, so dalJ wir 
setzen kônnen — o. Dann geht die Frequenzengleichung* 

über in 

01' = ^5:^ [g («»- Ç (£lfl N‘ Al] X 

X [ÿ - a») - JVII ®t8 N» (AI - A11)| . 

Wir nelinien zunâchst an, dafi beide Schichten sehr tief sind im 
Verhàltnis zur Wellenlânge. (In § 16 sahen wir, dalî diese Annahme 
bel Wellen, wie wir sie hier betrachten, im allgemeinen gerecht- 
fertigt ist.) Dann geht (6) in eine Gleichung über, die, wie nian 
leicht nachweist, mit (7, 8) identisch ist. Also lassen sich, wie schon 
damais bemerkt, aile für den Fall zweier unendlicher Schichten 
zwischen starren Grenzen gezogenen Schlüsse auf zwei unendlich 
tiefe Schichten mit freier Oberflâche übertragen. 

Ist die Tiefe der unteren Schicht beliebig, die der oberen sehr 
grolS, was im allgeraeinen auf die Atmosphâre zutriftt, so be- 
stâtigt nian ebenfalls durch Einsetzen, daU Oberflàchenwellen vom 
Stokes’schen Typus 

môglich sind, die ihren Sitz an der freien Oberflâche haben. Weiter 
wollen wir diesen Fall hier nicht verfolgen. 

Desgleichen soll der Fall zweier sehr flacher Schichten hier 
nicht behandelt werden. Die Durchrechnung zeigt im übrigen, daC 
die Abweichungen der Wellengeschwindigkeit in einer kompressiblen 
Flüssigkeit von der Wellengeschwindigkeit in einer inkompressiblen 
inhomogenen Flüssigkeit, die in § 8 behandelt wurde, sehr klein sind. 
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Schluft, 

Eine riochnialig'e Übersiclit über die Resultate zu gfeben, er- 
iibrigt sich mit Rücksicht auf die Einleitung*. Es môgen hier nur 
noch ein paar Piinkte hervorgehoben werden, die die Fortführung 
der Untersuchung' betreffen. 

In der vorliegenden Arbeit ist durchweg allein der Fall exponen- 
tiell abnehmender Dichte, d. h. isothermer Atmosphàre,'bzw. linearer 
vertikaler Wiiidabnahme oder -zunahnie behandelt worden, uni 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu erhalten. 
Das bringt natürlich eine Beschrànkung in der Anwendbarkeit der 
abg'eleiteten Formeln mit sicli, obwohr sich auch unter unseren 
Arinahmen, wie das Beispiel der Wogenwolken beweist, redit be- 
friedigende Resultate erg.eben. Es wird deshalb nôtig" sein, auch 
die Wirkungen linearer ’‘i*emperaturabnahme und anderer, den 
natürlichen Verliâltnissen méhr angepabter, Windverteilungen auf 
die Wellenbeweg'ungen zu untérsuchen. Das kann einmal auf dem 
hier eingeschlagenen Wege geschehen, wobei a priori keine Voraus- 
setzungen über die Dimensionen der Wellen gemacht werden, 
ferner aber, indem man die für lange Wellen gültigen Unter- 
suchungen von Bjerknes über quasistatische Wellenbewegungen 
auch auf den baroklinen Fall übertragt. Bei Mitberücksichtigung* 
der Erdrotation haben ja im übrigen gerade die langen Wellen 
ein besonderes Interesse weg'en ihrer Bedeutung für das Zyklonen- 
problem, 

Das Ziel vorliegender Arbeit ist, wie schon in der Einleitung 
betont wurde, einen Überblick darüber zu erhalten, wie diebekannten 
Wellentypen durch vertikale Dichteanderung* in den Ozeanen und 
durch die Kompressibilitât in der Luft modifiziert werden. Derartige 
Untersuchungen sind seitens der Geophysiker hàufig mit unzu- 
reichenden analytischen Hilfsmitteln unternommen worden. Viel- 
leicht dient die vorliegende Untersuchung* dazu, auch etwas zur 
Verbesserung der mathematischen Methoden beizutragen. 

Von Anwendungen auf spezielle Naturerscheinung*en sind hier 
nur die stationàren Wellen (Luftwogen) behandelt worden. Weitere 
Beispiele für Anwendungsmôglichkeiten der entwickelten Formeln, 
Z. B. auf Schwingungen der Luft in einem Gebirgstale, auf 
Schwingungen, wie sie Weickmann 1927 beim marithn -konti- 
nentalen System festgestellt hat und anderes, sollen spater folgen. 
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